
第 7章 深度学习

7.1 引言

第6.5节介绍的通用近似定理指出：对于带有非线性激活函数的单隐层前馈神经网络，只要
隐含层神经元数量足够多，理论上就能以任意精度逼近任何闭集上的连续函数。然而，该定理
仅提供了存在性证明，并未给出如何构造或学习相应网络参数的方法。在实际应用中，核心问
题在于如何有效地确定合适的网络参数。如第6.5节所述，含有隐含层的神经网络，其损失函数
关于参数通常是非凸的，且普遍存在大量非全局最优的局部极小值点。此外，第6.4节所讨论的
反向传播算法本质上是梯度下降法的一种变体，由于其局部搜索的特性，因而容易陷入局部极
小值，并且对参数初始值较为敏感。因此，在 2002年（对比散度算法被提出）之前，我们面临
的困境是：尽管神经网络在理论上具备强大的函数表征能力，但由于其优化问题的非凸性以及
反向传播算法本身的局限性，实践中如何获得一组具有良好泛化性能的网络参数，当时仍然是
一个尚未得到有效解决的难题。
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图 7.1: 灵长类动物腹侧视觉通路的层级化组织结构与表征演化。视觉信息沿该通路（从左至右）
依次经过初级视皮层（V1）、次级视皮层（V2）、第四视觉区（V4），最终抵达下颞叶皮层（IT）。
随着加工层级的升高，神经元的感受野逐渐增大，表征也由低级视觉特征逐步演化为高级语义
表征。V1主要编码局部边缘、方向、线段或条纹等基础视觉特征；V2通过组合多个 V1特征，
形成更复杂的轮廓与纹理；V4编码复杂的几何模式与物体形状；在下颞叶后侧，神经元开始形
成与个体身份相关的表征（如特定个体的身份识别）；而在下颞叶前侧，表征进一步抽象为更高
层次的语义属性信息，如性别、性格与社会关系等。

另一方面，通用近似定理被证明同样适用于包含多个隐层的前馈神经网络。随之而来的疑
问是：神经网络结构应当向 “宽度”还是 “深度”方向扩展？即在计算资源（如总参数量）相同的
情况下，增加隐层神经元的数量（变宽）与增加网络的层数（变深），哪种方式能更有效地提升
模型的表征能力与泛化性能？受灵长类动物腹侧视觉系统（Ventral Visual System）层级化组织
结构（如图7.1所示）的启发，研究者们通过理论分析与实验验证，归纳出多层深度结构相较于
浅层结构所具备的以下一些优点 [57]：



7.1 引言

更高效的学习和迁移能力。当底层神经元学会捕捉大多数物体共享的普适性通用特征（如
边缘、方向和纹理等）之后，高层神经元可以通过对这些特征的组合与复用，快速适应并
识别新的物体，从而显著提高学习效率与样本利用率。此外，随着网络层数的加深，特征
复用的潜在组合能力呈指数级增长，使得高层能够构建出更加丰富且多样化的抽象表示。
具体而言，假设第二层基于第一层的 K 个特征组合形成某一中间特征，而第三层再基于
第二层的 K 个特征进一步组合出更高层的抽象特征，则第三层对第一层原始特征的有效
组合规模可达K2。
缓解连接爆炸问题。考虑一个仅包含两层的网络，若要求同一物体在视网膜任意位置出现
时，均能激活第二层中的同一神经元，则该神经元必须与第一层中所有可能参与该物体表
征的神经元建立连接，从而导致连接数量随特征维度、物体种类及出现位置的组合呈指数
级增长。相比之下，多层结构通过将复杂识别任务分解为多个层级阶段，使得每一层神经
元仅需响应前一层局部区域内神经元活动的特定模式。随着层数加深，神经元的感受野逐
渐扩大，实现从局部到全局的逐级整合。这种机制在减少单个神经元输入连接规模的同时，
仍能够完成从整个输入空间（如视网膜）到高层语义空间（如下颞叶前部）的复杂映射。
三维物体识别与视角泛化。层级视觉系统能够通过对三维物体的有限个二维视图的学习，
泛化到该物体在其他视角下的二维呈现。这一能力源于：同一物体在不同视角下所形成的
图像并非相互独立，而是在结构上具有内在关联。具体而言，不同视角下的二维图像通常
共享大量局部特征与结构，仅在位置、尺度、旋转以及透视变换等方面存在变化。因此，
无论观察角度如何改变，物体往往仍保留相对稳定的局部特征（如边缘、角点、纹理片段
及基本轮廓）。层级视觉系统首先由底层提取这些局部特征，而高层神经元通过对其进行
逐级组合与整合，将来自不同视角的输入归入同一三维物体的统一表征。当系统已学习若
干典型的二维视图后，新的视图只要仍位于该物体已知视图的变化范围内，即可以因共享
特征而被映射到相邻表示，从而正确识别为同一物体。
无需显式分割的端到端识别。学习完成后，系统的行为类似于一种关联记忆，即将输入图
像的特征表示直接映射到语义信息。低层负责提取边缘、纹理等局部特征，高层通过学习
到的统计规律对这些特征进行整合与抽象。整个识别过程基于局部特征的累积匹配与竞争
机制，即当物体的某个关键特征在视野中出现时，对应高层神经元被激活的可能性随之提
高。因此，该过程并不遵循 “先分割、后识别”的工作模式，而是通过端到端的方式完成。
系统通过将高维输入投影至习得的特征空间，并利用高层神经元之间的竞争来选择最可
能的识别结果。这种机制使得系统在面对遮挡时，仍能基于部分可见特征做出合理推断。
计算高效与低能耗。在总体神经元数量相同的情况下，多层深度结构通过特征复用，使得
每一层的宽度（神经元数量）显著小于实现相同性能的浅层网络。每层通常仅需激活部分
神经元参与计算，从而形成稀疏的响应模式。在保持表达能力的同时，这种分层结构不仅
提高每层网络的计算速度，也契合生物视觉系统在感知过程中对低能耗的要求。
从机器学习的角度来看，分层架构还显著降低了每层网络的训练难度。其原因在于，每一

层神经元只需学习如何从前一层有限数量的特征中进行有效组合，以提取对最终识别任务有用
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的表征，从而避免在更大规模的原始输入空间中进行搜索。接下来，我们先介绍杰弗里·辛顿
所提出的对比散度算法，并探讨如何利用该算法对深度置信网络进行逐层预训练。正是这一突
破性的方法，为训练更深的神经网络奠定了基础。

7.2 深度置信网络

如前文所述，深度置信网络（Deep Belief Network）通常采用逐层预训练的方式进行构建，
其中每一层的基本组件为受限玻尔兹曼机（Restricted Boltzmann Machine）。受限玻尔兹曼机的
结构如图7.2所示，之所以称为 “受限”，是因为与一般的玻尔兹曼机相比，其同一层内的神经元
之间不允许存在连接，从而形成了一种典型的二分图结构。受限玻尔兹曼机由可见层（底层）和
隐藏层（上层）组成。与霍普菲尔德网络相似，基础的受限玻尔兹曼机属于离散模型，其所有
神经元通常取二值状态（即 0或 1）。底层之所以被称为 “可见层”（Visible Layer），这是因为该
层直接对应输入样本，各神经元的状态可由观测数据直接给定，因此是 “可见”的。受限玻尔兹
曼机可以视为对霍普菲尔德网络施加结构性约束后所得到的一种特例：即将神经元划分为两组
（可见层与隐藏层），并去除同一组内神经元之间的连接，同时将其中一组（可见层）与输入样
本相对应，用于表示观测数据。隐藏层则用于学习输入数据背后的潜在表示与统计依赖关系。
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图 7.2: 受限玻尔兹曼机结构示意图。该模型可表示为一个二分图（Bipartite Graph），由可见层
（底层）和隐藏层（上层）组成。两层之间通过无向连接相互作用，而同一层内的神经元之间则
不存在连接（即 “受限”的含义）。此外，每个神经元均带有一个的偏置参数。基础的受限玻尔
兹曼机的可见层与隐藏层的神经元状态通常取二值形式（即 0或 1）。

与霍普菲尔德网络的能量函数（详见公式6.65）类似，我们可以为受限玻尔兹曼机定义如下
能量函数：

E(v,h;θ) = ∇v→Wh∇ a→v ∇ b→h (7.1)

= ∇
D∑

i=1

M∑

j=1

wjivihj ∇
D∑

i=1

aivi ∇
M∑

j=1

bjhj (7.2)

其中 v ≥ {0, 1}D 表示可见层神经元的状态向量，h ≥ {0, 1}M 表示隐藏层神经元的状态向量，
而 θ = {W,a, b}为模型参数集合。在参数中，wji 为可见层第 i个神经元与隐藏层第 j 个神经
元之间的对称连接权重，ai为可见层第 i个神经元的偏置，bj 则为隐藏层第 j个神经元的偏置。
接下来，我们将基于上述能量函数来定义受限玻尔兹曼机处于状态 {v,h}的联合概率分布。
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7.2 深度置信网络

在能量模型中，这一概率定义遵循统计力学中的玻尔兹曼分布（Boltzmann Distribution）。玻尔
兹曼分布将系统处于某一状态的概率表示为该状态的能量以及系统温度的函数，其表达式如下：

ps =
exp

(
∇ Es
κB ·T

⎧

⎨K
k=1 exp

(
∇ Ek
κB ·T

⎧ (7.3)

其中 ps 表示系统处于状态 s 的概率，Es 为系统处于状态 s 时的能量，κB 表示玻尔兹曼常数
（Boltzmann Constant），T 为系统的绝对温度，而K 则表示系统所有可能状态的总数。在统计物
理学中，乘积 κB · T 代表热能尺度（Thermal Energy Scale），用于衡量系统内微观粒子（如原子
或分子）因热运动所具有的典型能量量级。在机器学习建模中，通常简化并将该项设定为常数，
即令 κBT = 1。因此，受限玻尔兹曼机处于状态 {v,h}的联合概率分布定义如下：

p(v,h|θ) = exp(∇E(v,h;θ))

Z(θ)
(7.4)

Z(θ) =
∑

v

∑

h

exp(∇E(v,h;θ)) (7.5)

其中 Z(θ)被称为配分函数（Partition Function）。在概率模型中，它作为归一化因子，用于确保
所有可能状态的概率之和为 1。如公式7.4所示的概率分布形式，可以做如下直观解释。在讨论
霍普菲尔德网络时，我们已知系统状态对应的能量越高，其稳定性越差。因此，在动力学演化
过程中，系统往往会从高能量状态向低能量状态 “下落”，并最终收敛到某个稳定状态（即局部
极小值）。因此，在概率建模中，高能量状态由于其不稳定性，出现的概率较低；而低能量状态
则更为稳定，对应的发生概率较高。状态的发生概率与其能量呈 “负相关”关系，这也解释了在
指数函数中对能量项引入负号的原因。此外，为了保证概率的非负性以及归一化条件（即所有
状态概率之和为 1），需要对能量的相反数取指数（确保非负性），并除以所有可能状态对应的
指数和（即配分函数），从而构成一个合法的概率分布。
我们的目标是优化受限玻尔兹曼机的参数 θ，使得模型生成实际观测数据（即输入样本）的

概率最大化。从能量模型的角度来看，这相当于将实际观测到的数据映射为系统能量较低的状
态。为了计算观测数据的似然函数，我们需要对隐藏层状态进行边缘化处理。通过对所有可能
的隐藏层神经元状态向量 h进行求和，我们可以将 h从联合概率分布（公式7.4）中除去，从而
得到仅关于可见层神经元状态向量 v的边缘分布：

p(v|θ) = 1

Z(θ)

∑

h

exp(∇E(v,h;θ)) (7.6)

=
1

Z(θ)

∑

h

exp
(
v→Wh+ a→v + b→h

⎧

=
1

Z(θ)
exp

(
a→v

⎧ M⎩

j=1

∑

hj∈{0,1}

exp

(
D∑

i=1

wijvihj + bjhj

)
（e(x+y) = ex · ey）

=
1

Z(θ)
exp

(
a→v

⎧ M⎩

j=1

(
1 + exp

(
D∑

i=1

wijvi + bj

))
（将 hj 取 0和 1代入）
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为了确定如何调整参数 θ以最大化公式7.6所示的似然函数，我们需要计算对数似然函数关
于参数 θ的梯度：

−θ ln p(v|θ) = −θ

(
ln
∑

h

e−E(v,h;θ)

)
∇−θ (lnZ(θ))

= −θ

(
ln
∑

h

e−E(v,h;θ)

)
∇−θ

(
ln
∑

v

∑

h

e−E(v,h;θ)

)

= ∇ 1⎨
h e

−E(v,h;θ)

∑

h

e−E(v,h;θ)−θE(v,h;θ)

+
1⎨

v

⎨
h e

−E(v,h;θ)

∑

v

∑

h

e−E(v,h;θ)−θE(v,h;θ)

= ∇
∑

h

e−E(v,h;θ)

⎨
h e

−E(v,h;θ)
−θE(v,h;θ)

+
∑

v

∑

h

e−E(v,h;θ)

⎨
v

⎨
h e

−E(v,h;θ)
−θE(v,h;θ)

= ∇
∑

h

e−E(v,h;θ)

Z(θ)
⎨

h
e−E(v,h;θ)

Z(θ)

−θE(v,h;θ) （分子和分母同时除以 Z(θ)）

+
∑

v

∑

h

e−E(v,h;θ)

Z(θ)
−θE(v,h;θ) （Z(θ) =

∑

v

∑

h

e−E(v,h;θ)）

= ∇
∑

h

p(v,h|θ)
p(v|θ) −θE(v,h;θ) +

∑

v

∑

h

p(v,h|θ)−θE(v,h;θ)（p(v,h|θ)定义）

= ∇
∑

h

p(h|v;θ)−θE(v,h;θ)

︸ ︷︷ ︸
通过分布 p(h|v; θ)对梯度求期望

+
∑

v

∑

h

p(v,h|θ)−θE(v,h;θ)

︸ ︷︷ ︸
通过分布 p(h, v|θ)对梯度求期望

（
p(v,h)

p(v)
= p(h)）

= ∇Ep(h|v;θ)−θE(v,h;θ) + Ep(v,h|θ)−θE(v,h;θ) (7.7)

结合公式7.1定义的能量函数，对数似然关于各参数的梯度可以表示为：

−W ln p(v|θ) = Ep(h|v;θ)[vh
→]∇ Ep(v,h|θ)[vh

→] (7.8)

−a ln p(v|θ) = Ep(h|v;θ)[v]∇ Ep(v,h|θ)[v] (7.9)

−b ln p(v|θ) = Ep(h|v;θ)[h]∇ Ep(v,h|θ)[h] (7.10)

从以上三个梯度公式可以看出，各参数的优化方向具有统一的结构，即条件分布 p(h|v;θ)下的
期望减去联合分布 p(v,h|θ)下的期望。具体而言，第一项被称为正相，亦称数据相关项。它是
在给定观测数据条件下的期望，旨在驱动模型向实际观测样本靠近，从而降低观测数据点处的
能量；第二项则被称为负相，亦称模型相关项。其作用是抑制模型对非真实样本（即模型生成
的 “伪数据”）赋予过高的概率。通过提高这些区域的能量，使模型分布逐步逼近真实数据分布。
在获得对数似然函数关于参数的梯度后，可以利用梯度方向对参数进行迭代优化。以对称权重
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矩阵W为例，其更新量 !W的计算公式如下（偏置参数 a和 b的更新以此类推）：

!W = η
(
Ep(h|v;θ)[vh

→]∇ Ep(v,h|θ)[vh
→]
⎧

(7.11)

其中 η是学习率。在给定观测数据的情况下，条件分布下的期望（即数据相关项）较易求得，而
联合分布下的期望（即模型相关项）由于涉及配分函数 Z(θ)，在实际计算中通常是不可行的
（Intractable）。由于可见层和隐藏层神经元均取二值状态，准确计算该期望需要对 2D+M（其中
D 和 M 分别为可见层与隐藏层的神经元个数）种可能的状态进行遍历，具有指数级的计算复
杂性。为了解决这一难题，我们需要引入高效的近似估计方法。由杰弗里·辛顿所提出的对比
散度算法仅需少量的采样步数即可有效地对该期望值进行近似估计。在详细介绍对比散度算法
之前，我们先讨论如何计算数据相关项中的条件概率。

根据条件概率公式，在给定可见层 v的条件下，隐藏层 h的概率分布为（为简化表示，推
导中省略参数 θ）：

p(h|v) = p(v,h)

p(v)

=
1
Z exp(∇E(v,h))

1
Z
⎨

h exp(∇E(v,h))
（基于能量函数的分布定义）

=
exp

⎛
a→v

⎝⎞M
j=1 exp

(⎨D
i=1wijvihj + bjhj

⎧

exp (a→v)
⎞M

j=1

⎨
hj∈{0,1} exp

(⎨D
i=1wijvihj + bjhj

⎧ （能量函数的定义代入）

=
M⎩

j=1

exp
(
hj
(
bj +

⎨D
i=1wijvi

⎧⎧

⎨
hj∈{0,1} exp

(
hj
(⎨D

i=1wijvi + bj
⎧⎧

=
M⎩

j=1

exp
(⎨D

i=1wijvi + bj
⎧

1 + exp
(⎨D

i=1wijvi + bj
⎧ （分子 hj = 0项可省略，分母 hj 取 0和 1代入）

=
M⎩

j=1

1

1 + exp
(
∇
(⎨D

i=1wijvi + bj
⎧⎧ （分子和分母同除以 exp

(
D∑

i=1

wijvi + bj

)
）

=
M⎩

j=1

σ

(
D∑

i=1

wijvi + bj

)
（σ(·)为 Sigmoid函数） (7.12)

从公式7.12可以看出，在给定可见层状态时，隐藏层各神经元的状态是相互独立的（表现为联合
概率可分解为各分量概率的乘积）。因此，单个隐藏层神经元 hj 取值为 1的条件概率可表示为：

p(hj = 1|v) = σ

(
D∑

i=1

wijvi + bj

)
(7.13)

同理，由于受限玻尔兹曼机的结构对称性，在给定隐藏层状态时，可见层神经元 vi取值为 1的
条件概率同样具有如下 Sigmoid函数形式：

p(vi = 1|h) = σ

⎠


M∑

j=1

wijhj + ai



 (7.14)
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从上述推导可知，数据相关项中的条件概率可由公式7.12直接计算得到。对于模型相关项，
辛顿提出采用吉布斯采样（Gibbs Sampling）方法来近似估算联合分布 p(v,h|θ)。吉布斯采样
（将在第10章中详细介绍）的基本思想是：当直接从复杂的联合分布 p(v,h)中采样较为困难，而
各个变量的条件分布易于采样时，我们可以每次只更新一个变量（其余变量固定），并且依据相
应的条件分布进行采样。具体而言，可以先给定 v的条件下，根据 p(h|v)采样得到 h，再在给定
新采样得到的 h条件下，根据 p(v|h)重新采样 v，并不断迭代这一过程。对于受限玻尔兹曼机，
首先基于给定样本，通过公式7.13采样 h，随后在给定 h的条件下，利用公式7.14采样 v，并进
行 K 轮交替采样，以近似联合分布 p(v,h|θ)。当迭代次数为 K 时，则对应的学习算法被称为
CD-K 算法，其中 CD表示对比散度（Contrastive Divergence）。在实际应用中，CD-1（即仅迭代
采样一次）通常就能取得良好的训练效果。对比散度中的 “散度”是指KL散度（Kullback-Leibler
Divergence），通常用于衡量两个概率分布之间的差异。而 “对比散度”名称的由来则在于其核心
思想：该算法实质上是在对比 “观测数据分布”与 “经K 步采样后的重构分布”之间的偏差（如
公式7.7所示），并以此计算近似梯度来更新模型参数。

深度信念⽹络

!

"!

""

"#

!

"!

""

"#

"!

""

受限玻尔兹曼机

(a) (b)

图 7.3: 由受限玻尔兹曼机构建深度置信网络示意图。(a)逐层训练的受限玻尔兹曼机结构。各层
依次独立训练，其中上层受限玻尔兹曼机以下一层受限玻尔兹曼机提取的隐层特征（即隐藏层
状态向量）作为训练数据。(b)由多个已训练好的受限玻尔兹曼机堆叠而成的深度置信网络。

利用上述对比散度算法完成训练后，受限玻尔兹曼机能够从可见层（输入样本）中提取出
隐层特征表示（即隐藏层状态向量），并能根据该特征表示又重构出原始输入。如图7.3(a)所示，
该训练过程可以通过堆叠的方式多次重复。当下层受限玻尔兹曼机训练完成后，其提取的隐层
特征表示将作为上一层受限玻尔兹曼机的训练样本。这种贪婪逐层训练的机制，使得模型能够
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7.2 深度置信网络

逐层构建更加抽象的特征表示。当多层受限玻尔兹曼机依次训练完成后，即可将其按顺序堆叠，
构建出如图7.3(b)所示的深度置信网络。

值得注意的是，受限玻尔兹曼机的层间连接构成了一个无向图，这体现了其对称性：模型
既能根据可见层输入计算隐藏层，也能将隐藏层作为输入来重构可见层。相比之下，深度置信
网络则是一种混合概率模型。除了最顶部的两层之间保持无向连接外，其余层之间的连接均是
有向的。这种结构源自深度置信网络的联合概率分布的分解形式。以图7.3(b)为例，其联合分布
可表示为：

p(v,h1,h2,h3|θ) = p(v|h1;θ)p(h1|h2;θ)p(h2,h3|θ) (7.15)

在上式中，等号右侧的前两个因子为条件概率分布，在图中对应有向连接（由高层指向低层的
生成过程）；而最后一项则代表顶部两层所构成的联合分布，在图中对应无向连接。

算法 7.1:深度置信网络逐层预训练算法
输入: 训练样本集 D = {xi}Ni=1、网络层数 L、学习率 η、重构误差阈值 ε、批量大小 B

和吉布斯采样迭代次数K。
1 初始化：随机初始化各层权重与偏置参数 θ（其中偏置的初始值可设为 0）；
2 for l∈ 1 to L do
3 if l = 1 then
4 训练集为 D；
5 else
6 训练集为 l ∇ 1层提取的隐层特征表示；
7 重构误差初始化：r ∈×；
8 while 1

B r ∥ ε do
9 梯度清零：g∈ 0；

10 重构误差清零：r ∈ 0；
11 从训练集中随机采样 B 个样本；
12 for i∈ 1 to B do
13 使用公式7.12根据第 i个训练样本可见层输入 v(0)

i 计算隐藏层表示 h(0)
i ；

14 for k ∈ 1 to K do
15 给定 h(k−1)

i 利用条件分布 p(v|h;θ)采样得到 v(k)
i （使用公式7.13）；

16 给定 v(k)
i 利用条件分布 p(h|v;θ)采样得到 h(k)

i （使用公式7.14）；
17 根据公式7.7计算对数似然关于各参数的梯度 −θ ln p(v|θ)，其中数据相关项

通过 v(0)
i 和 h(0)

i 计算，而模型相关项通过 v(K)
i 和 h(K)

i 计算；
18 梯度累积：g∈ g +−θ ln p(v|θ)；
19 重构误差累积：r ∈ r + →v(0)

i ∇ v(K)
i →2；

20 更新参数：θ ∈ θ + η 1
B · g；

输出: 预训练后的深度置信网络各层参数 θ。

深度置信网络的逐层预训练流程如算法7.1所示。在该算法的实现中，我们以重构误差是否
收敛至预设阈值作为判断目前受限玻尔兹曼机训练是否充分的依据。一般而言，随着训练迭代

196



7.2 深度置信网络

的进行，重构误差应逐步降低并趋于稳定。上述过程对应于深度置信网络的无监督预训练阶段。
所谓 “无监督”是指模型在训练过程中仅依赖未标注的原始数据（预训练阶段不需要人工标注的
样本），因此在理论上可以利用大量的领域样本进行学习。预训练的核心作用是将网络参数引导
至一个较好的初始值空间，使初始化后的网络能够捕捉并生成目标领域的数据分布。在实际应
用中，通常还需结合具体任务，对预训练后的深度置信网络进行有监督微调。例如：对于分类
任务，通常在最顶层添加一个 Softmax层；对于回归任务，则添加一个线性映射层。随后，利用
带标签的数据，通过反向传播算法对整个网络参数进行联合优化，从而提升模型在特定任务上
的性能。这种 “无监督预训练 +有监督微调”的训练范式，有效缓解了深层神经网络在直接采用
反向传播训练时对参数初始化较为敏感的问题，并且推动了深度学习早期的发展，形成了经典
的 “两阶段训练”方法。
值得注意的是，在执行特定任务时，深度置信网络的推理是从底层向高层方向进行，这在

直观上似乎与图7.3(b)中所示的箭头方向相反。其原因在于，深度置信网络在预训练阶段所建模
的是数据的生成过程，即关注 “模型如何产生这些数据”。而当我们利用预训练好的模型执行分
类或回归任务时，实质上是在进行一种 “逆向过程”，即根据输入的数据去推测其最可能的潜在
原因（如类别标签或拟合目标）。因此，预训练阶段对应的是自顶向下的生成过程，而推理阶段
则体现为自底向上的判别过程。
在实际应用中，输入样本通常并非离散的二值形式，而是以实数值数据为主（如图像数据）。

因此，需要将受限玻尔兹曼机扩展到能够处理实值输入的情况。这里介绍一种代表性的扩展，即
高斯受限玻尔兹曼机（Gaussian Restricted Boltzmann Machine），其能量函数定义如下：

E(v,h;θ) = ∇
D∑

i=1

M∑

j=1

wij
vi
τi
hj +

D∑

i=1

(vi ∇ ai)2

2τ2i
∇

M∑

j=1

bjhj (7.16)

其中 v ≥ RD 表示可见层神经元的状态向量，h ≥ {0, 1}M 表示隐藏层神经元的状态向量，而
θ = {W,a, b, τ}为模型参数集合。可见层状态向量 v的边缘分布（即似然函数）的形式为：

p(v|θ) =
∑

h

exp(∇E(v,h;θ))∫
v′
⎨

h exp (∇E(v,h;θ)) dv′ (7.17)

根据能量函数公式7.16，可以推导出以下条件概率分布：

p(hj = 1|v) = σ

(
D∑

i=1

wij
vi
τi

+ bj

)
(7.18)

p(vi = x|h) = 1̸
2πτi

exp

⎠

∇

(
x∇ ai ∇ τi

⎨M
j=1 hjwij

⎧2

2τ2i



 (7.19)

其中 σ(·)是 Sigmoid函数。由公式7.19可知，在给定隐藏层状态的条件下，每个可见层神经元
均服从一维高斯分布，其方差由 τ2i 控制，而均值则由隐藏层神经元激活值的加权组合确定（即
在偏置 ai的基础上产生相应的偏移）。对数似然函数关于权重 wij 的偏导数为：

φ ln p(v|θ)
φwij

= Ep(h|v;θ)

[
1

τi
vihj

]
∇ Ep(v,h|θ)

[
1

τi
vihj

]
(7.20)
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高斯受限玻尔兹曼机仍可以采用对比散度算法进行训练。在优化过程中，参数 τ 既可以作为可
调参数与其他参数一起进行优化，也可以在初始化后保持固定不变。

随着深度学习技术的发展，尤其是可用训练数据规模的显著增长，以及如 ReLU激活函数
（详见第7.3节）和残差连接（详见第7.5节）等有效缓解梯度消失问题的方法不断被提出与完善，
目前在训练深层模型时已较少采用上述逐层预训练的方法。然而，在算力资源匮乏、训练算法
尚不成熟的年代，深度置信网络所采取的 “无监督预训练 +有监督微调”策略及其在各项任务上
相较传统机器学习方法所取得的显著性能提升，成为人工神经网络在 2006年前后重新受到广泛
关注的重要转折点。

7.3 卷积神经网络

在数字信号处理中，通常将一个系统视为从输入信号 x[n]到输出信号 y[n]的映射，其中 n

表示离散时间（时刻）。当系统满足线性时不变（Linear Time-invariant）性质，则对于任意输入
信号的输出均可表示为如下离散卷积（Discrete Convolution）形式：

y[n] =
∞∑

m=−∞
x[m]h[n∇m] (7.21)

其中 h[n]称为系统的单位脉冲响应（Unit Impulse Response），也常被称为卷积核（kernel）。它本质
上是一个与 x[n]类似的离散序列，用于描述系统对不同时刻输入的响应强度。因此，公式7.21表
示：系统在时刻 n的输出是所有历史时刻（也可能包括未来时刻）输入信号的加权和。由于该
映射具有线性特征，且系统的行为不随时间变化（即在任何时刻 n，系统均以相同的加权方式
产生输出），故称之为线性时不变系统。简而言之，任意满足线性性与时不变性的系统，其输出
都可以表示为输入信号与其单位脉冲响应的卷积。值得注意的是，这里所提到的 “核（Kernel）”
与第4章核方法中的核函数（Kernel Function）并非同一概念。本节中的 “核”通常指一组用于加
权求和的系数，其本质是对不同时刻输入信号贡献的权重分配；而核方法中的核函数则用于度
量两个样本（通常表示为特征向量）之间的相似性。

如果将上述 x[n]和 h[n]视为以离散时间步为自变量的函数，则公式7.21通常可以写为：

(x ≤ h) [n] =
∞∑

m=−∞
x[m]h[n∇m] (7.22)

其中 ≤表示卷积运算符。若将上述定义推广到连续的情形，则函数 f(t)和 g(t)的卷积定义为：

(f ≤ g) (t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(t∇ τ) dτ (7.23)

图7.4展示了同一红色矩形脉冲函数分别与另一相同形状的矩形脉冲函数及一个指数衰减函数
进行卷积的结果。卷积操作不仅可以对输入信号（蓝色）起到平滑与延迟的作用，还可以通过
设计不同形式的 g(t ∇ τ) 来从输入信号中提取特定的模式或特征。如图7.4(a) 所示，当输入信
号中出现与 g(t ∇ τ) 形态相匹配的信号时（即两者重叠程度最大），卷积值达到最大，从而在
t = 0处产生最强的响应输出。这一性质也是后续将介绍的卷积神经网络（Convolutional Neural

198



7.3 卷积神经网络

Network）能够利用多个可学习的卷积核来识别各种局部模式或特征（如边缘、纹理等）的基本
原理。

(a)

(b)

!(# − %)

!(# − %)

'(%)

'(%)

(' ∗ !)(#)

(' ∗ !)(#)

! = −1.5 ! = 0.0! = −0.5

三个不同时刻函数
((*)与,(! − *)的
乘积积分⽰意图，
黄⾊区域对应卷积
的值。

' ∗ ! # = 0 ' ∗ ! # = 1.0' ∗ ! # = 0.5

图 7.4: 连续卷积示意图。(a)函数 f(τ)（蓝色）与函数 g(t ∇ τ)（红色）的卷积结果 (f ≤ g) (t)
（黑色）。随着红色矩形脉冲沿横轴从左向右滑动，每一时刻 t的卷积值对应于两个函数积乘的
积分（即重叠区域的面积）。当红色函数与蓝色函数的重叠程度最大时（即 t = 0），卷积值达到
最大值。(b)使用相同的红色矩形脉冲函数 g(t ∇ τ)与指数衰减函数 f(τ)进行卷积得到的结果
（黑色曲线）。输出曲线体现了系统对输入信号（蓝色）的平滑和延时效应。

在信号处理中，卷积运算通常需要先对卷积核进行时间翻转（源自 g(t ∇ τ)中变量 τ 前面
的负号），随后再与输入信号进行滑动加权求和。这种翻转操作保证了卷积运算满足交换律，即
(f ≤ g) (t) = (g ≤ f) (t)。而在卷积神经网络的实现中，通常并不需要对卷积核进行翻转。因此所
采用的运算形式从严格意义上更接近于互相关（Cross-correlation），其离散形式为：

(x ( h) [n] =
∞∑

m=−∞
x[m]h[n+m] (7.24)

其中符号 (表示互相关运算。此外，上式中求和符号的上下限∇×和×体现的是数学上严谨性
的通用定义。在理论分析中，我们假设信号 x[n]与卷积核 h[n]均定义在整个整数域上的序列，
因而可以描述任意长度的信号。在实际应用中，信号长度通常是有限的（例如长度为 15），为了
与上述通用的数学形式保持一致，通常约定在信号定义范围之外，其取值为 0（即零填充）。
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互相关本质上是一个用于衡量两个序列（或函数）之间相似性的算子。直观而言，它描述
了一个信号（通常称为核）在另一个信号上 “滑动”时，两者在不同位置上的匹配程度。其计算
过程可以理解为：将一个较短的模板（即核）放置在较长信号的起始位置，在当前重叠区域内
逐元素相乘，并将所有乘积求和，得到该位置的输出值。随后，将模板向右移动一个单位步长，
并重复上述过程。在某个位置上得到的输出值越大，表示该位置处模板与输入信号局部结构的
相似程度越高。这种 “滑动”计算机制确保了算子具备平移等变性（Translation Equivariance）：即
无论目标特征出现在输入信号的任何位置，只要其形态与模板（或核）相似，均能够被有效地
识别与提取出来，并且其响应位置会随目标特征位置的变化而保持同步偏移。

在机器学习中，上述互相关运算相当于使用同一组可学习的权重，对当前输入及其邻域的
特征进行加权求和，从而提取更抽象或更高层的特征表示。对于一维时序数据，该过程等价于
在时间轴上使用固定大小的滑动窗口，对当前时刻及其前后邻域数据进行加权聚合；对于二维
数据（如图像），该窗口在空间上扩展为一个局部感受野，通常表现为在上下左右方向上扩展后
的矩形或正方形区域；而在三维数据（如视频或三维医学影像）中，该局部感受野进一步扩展
为三维体素块（Voxel），即在空间与时间或深度维度上扩展后的立方体。

尽管从严谨的数学定义来看，卷积神经网络中的核心运算更接近于互相关，但为了遵循已
形成的习惯表述，本书在后续章节中仍将其称为 “卷积”。卷积神经网络最早在图像识别与处理
任务中取得了突破性成功。因此，接下来主要以图像识别任务为例来讨论卷积神经网络的基本
结构与工作机制。
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图 7.5: 二维卷积示意图。输入为一个 4← 4的矩阵，所采用的卷积核大小为 3← 3（以蓝色矩阵
表示）。为了在输入的每一个位置上都能够应用相同的卷积操作，通常需要在输入的边界处进行
填充。为减小填充对结果的影响，一般采用零值填充（图中灰色边框表示填充区域）。左上子图
展示了 3 ← 3卷积核作用于输入第一个位置时的计算结果，右上子图展示了同一卷积核作用于
输入第二个位置时的结果。通过对比上方两个子图可以看出，表示当前计算区域的绿色方框向
右平移了一格，即卷积的步长为 1（实际应用中步长也可以设成大 1）。左下子图展示了卷积核
作用于输入某一中间区域时的结果，右下子图的绿色矩阵则给出了完整卷积运算后的输出结果。
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7.3 卷积神经网络

图像通常可以表示为一个二维矩阵。图7.5给出了一个 3 ← 3卷积核作用于一个 4 ← 4二维
输入矩阵（即由 4← 4个像素构成的图像）的示例。为便于理解，卷积核中的元素被简单设置为
从 1到 9的数值。为了在输入的每一个位置上都能够应用相同的卷积操作，通常需要在输入的
边界处进行填充（Padding），其大小一般由卷积核的尺寸决定。以 k← k卷积核为例（其中 k为
奇数），常见的填充大小为 ♥k−1

2 ≈（向下取整）。为了尽量减小填充对卷积结果的影响，通常采
用零值填充。在图7.5中，相邻位置的卷积计算区域相对于前一位置发生了一个单位的平移，即
向右或向下移动一个格子（对应图像的一个像素）。该相邻两次卷积计算之间的位移称为步长
（Stride）。卷积核每次仅移动一个步长是最常见的设置，因为这种方式能够较好地保留输入中的
细节信息。但在实际应用中，步长也可以设置为大于 1。当采用适当的填充方式并将步长设置为
1时，卷积输出的空间尺寸可以与输入保持一致（如图7.5右下子图所示）。

对于输入图像，上述卷积操作可以理解为：使用同一组卷积核参数，在图像的所有可能位
置上进行滑动，并与每个与卷积核尺寸相同的局部区域进行内积运算。向量之间的内积在一定
程度上可以视为两者相似性的度量。为了形象地理解这一过程，可以将其类比为声学中的共振：
想象你在一个放置着调音叉的房间里弹钢琴。只有当你弹出的音频频率（对应图像中出现的某
种特征）接近调音叉的固有频率（对应卷积核所刻画的模式）时，调音叉才会产生明显的共振。
类似地，当卷积核滑动到与其模式匹配度较高的图像区域时，各对应元素的乘积往往数值较大
且为正，累加后得到较大的响应；而当匹配程度较低时，各乘积项往往相互抵消，导致最终的
累加结果较小。因此，卷积运算可以看作一种 “模式匹配”或 “特征检测”机制：卷积核在图像
上滑动，对与其匹配的局部结构产生较强响应，从而突出特定类型的特征。
如前文互相关性质的讨论类似，卷积运算同样具有重要的平移等变性。这意味着无论特征

出现在图像的哪个位置，与其匹配的卷积核都能捕捉到它，并将捕捉到的特征输出到特征图的
对应位置。当输入图像中的目标特征发生空间位移时，特征图中捕捉到该特征的位置也会发生
相应的位移，但特征内容和特征值大小保持不变。特征图（Feature Map）是输入数据（如图像）
经过卷积核提取特征后所产生的二维矩阵（如图7.5右下方的绿色方阵）。通过在空间上共享同
一组卷积核参数，模型能够在不同位置检测到相似的特征。这种参数共享机制使得同一特征无
需在所有空间位置分别学习，从而显著减少了总体的参数量。卷积的这一特性也回应了本章开
篇提到的多层深度结构能够有效缓解连接爆炸问题。当物体或特征（可出现在图像的任意位置）
被某个卷积核检测到之后，与该卷积结果相连接的高层网络可以通过进一步的特征抽象与压缩，
实现对该物体的识别。相比之下，若采用全连接的结构，由于需要对图像中不同位置的同一特
征分别建模，往往需要在所有可能的位置重复学习相似的权重参数。当需要识别的物体或特征
数量不断增加时，这种方式会导致参数规模呈指数增长，从而引发连接组合爆炸问题。

图7.6展示了三种典型卷积核作用于同一图像时的效果。边缘检测算子旨在提取物体的轮廓
信息。以图中 3← 3的卷积核为例，其中心元素取较大正值（即为 8），周围权重均为 ∇1。当该
卷积核作用于像素值相似或平滑的区域（即低频区域）时，加权求和的结果趋近于 0（表现为
黑色背景）。而当该卷积核滑过像素值剧烈变化的边界（即高频区域）时，中心像素与周围像素
的差异被显著放大，产生较大的正值或负值响应，在视觉上表现为清晰的轮廓线条。锐化核同
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样用于增强图像中的高频信息，即强化相邻像素之间的差异，从而提升图像的清晰度与对比度。
然而，与边缘检测核不同，锐化核不仅强调局部差异，还在一定程度上保留原始图像信息，因
此其作用效果更偏向于 “增强”，而并非对非边缘信息的完全抑制。锐化核可以分解为以下恒等
算子与拉普拉斯算子的叠加：

⎡
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0 ∇1 0
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0 ∇1 0

∇1 4 ∇1
0 ∇1 0

⎦

⎢⎢⎥

︸ ︷︷ ︸
拉普拉斯算子

上式等式右侧的第一个矩阵（即恒等算子）用于保留中心像素的原始值，而第二个矩阵（即拉
普拉斯算子）则通过对比中心像素与其邻域像素的差异来刻画局部变化程度。当中心像素与邻
域像素的取值接近时，该差分项趋于抵消；而在边缘区域，该项会放大差异，使亮的一侧更亮、
暗的一侧更暗，从而增强对比度。模糊核（平滑核）的作用相对直观，其本质是对邻域像素进
行加权平均，从而抑制局部高频变化与噪声，并在视觉上产生模糊效果。需要指出的是，上述
三类典型卷积核的参数是人为设计的，用于说明其作用机理。在实际的卷积神经网络中，卷积
核参数一般先随机初始化，然后利用反向传播算法进行训练和优化得到。
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图 7.6: 三个不同卷积核作用于同一图像的效果示意。为了突显卷积操作的效果，先将彩色原图
转换为灰度图像。灰度表示的图像中，每个像素的取值范围为 0（黑色）至 255（白色）。边缘
检测核可用于提取图像中的轮廓与边缘信息；锐化核能够增强局部对比度，使得图像细节更加
清晰；而模糊核则通过平滑邻域像素值，使图像较原始灰度图呈现出更强的平滑与模糊效果。

彩色图像通常采用 RGB编码，其每个像素由红（Red）、绿（Green）、蓝（Blue）三个颜色分
量组成，每个分量的取值通常为 0至 255的整数。因此，为了生成一个特征图，卷积运算不再
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由单一的二维卷积核完成，而是需要多组与输入通道（Channel）数相同的二维卷积核参数。如
图7.7所示，在多通道卷积过程中，每一个特征图（图中绿色矩阵）的生成包括两个步骤：首先，
各输入通道分别与对应的二维卷积核进行卷积操作；然后，将各通道在对应位置的卷积结果逐
元素相加，从而得到最终的二维输出特征图。由此可见，生成一个特征图所需的卷积参数通常
是一个三维张量（Tensor）。张量是多维数组，它是标量、向量和矩阵在更高维空间中的推广。其
中，零阶张量对应标量，一阶张量对应向量，二阶张量对应矩阵，而三阶及以上统称为高阶张
量。彩色图像最初输入通常包含红、绿、蓝三个通道。然而，随着卷积神经网络层数的加深，后
续卷积层所处理的通道数是由前一层所生成的特征图数量决定。通道与特征图这两个术语虽在
不同语境下常被互换使用，但侧重点有所不同：通常将网络的输入维度（张量在深度方向上的
维度）称为 “通道”，而将卷积操作后得到的具有空间结构的二维（或三维）数据称为 “特征图”。

0 1 −1

1 5 1

−1 −1 0

−1 0 1

1 3 −1

1 −1 1

1 0 −1

−1 6 0

1 −1 1

原图

红⾊通道

绿⾊通道

蓝⾊通道

红⾊通道卷积核

绿⾊通道卷积核

蓝⾊通道卷积核

卷积结果

+
+

（⼆维特征图）

图 7.7: 多通道卷积示意图。彩色图像通常采用 RGB编码，即每个像素由三个通道组成，分别对
应红（Red）、绿（Green）、蓝（Blue）三个分量。在多通道卷积中，卷积核需要在输入的每个
通道上分别进行卷积操作。随后，将各通道对应位置的卷积结果逐元素相加，从而得到最终的
二维输出特征图。因此，卷积核不再是单一的二维矩阵，而是一个三维张量（Tensor），其通道
数必须与输入的通道数一致（此例为 RGB这三个通道，但在深层网络中该数值由上一层输出的
通道数或特征图数量决定）。对于不同的输入通道，卷积核在该维度上对应一组独立的二维参数
（通过训练自适应学习获得），从而能够从各通道中提取并融合互补的特征信息。

在计算卷积结果时，除了将卷积核与输入局部区域进行内积外，通常还会引入一个偏置项。
从数学角度看，这种 “卷积之后加偏置”的形式构成一个仿射变换（Affine Transformation），即
在线性变换的基础上再加上一个平移项。卷积运算之后通常还需要进行非线性变换。在早期的
神经网络中，常使用 Sigmoid或 Tanh作为激活函数，但由于它们在输入绝对值较大时容易进入
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饱和区，从而导致梯度消失问题，后来逐渐被 ReLU（Rectified Linear Unit）等函数所取代（如
图7.8所示）。在卷积层之间引入非线性变换的目的是为了提升网络的函数近似能力。由于卷积
操作本质上仍是线性变换，若多层卷积之间不加入非线性变换，则连续的线性变换仍然等价于
单一的线性变换，从而显著限制模型的表达能力。
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图 7.8: 三种常用的非线性激活函数。(a)Sigmoid函数。其值域在 (0, 1)区间，即输出始终为正。
这一性质会导致指向同一神经元的各权重梯度在更新方向上趋于一致（同正或同负），从而由于
难以实现差异化的权重更新而影响优化效率。(b)双曲正切函数 Tanh。其输出范围为 (∇1, 1)，均
值为 0。零中心化特性使得梯度的更新方向更加多样化，通常有助于加快网络收敛速度。然而，
Sigmoid和 Tanh函数在输入绝对值较大时均存在饱和区（图中黄色区域），一旦进入饱和区，其
导数趋近于 0，从而导致梯度消失。(c)ReLU函数。在输入大于 0的区域，其导数恒为 1。这意味
着无论网络有多深，只要神经元处于激活状态，梯度就能无衰减地传回至前一层。但由于其输
出始终非负，存在非零中心化问题，会对优化效率产生一定影响（之后通过归一化方法缓解）。

图7.8展示了三种常用的非线性激活函数。其中 Sigmoid 函数的值域为 (0, 1)，这意味着其
输出始终为正值。这一性质使得以 Sigmoid作为激活函数的某一层输出恒为正，从而导致连接
到下一层同一神经元的权重的梯度更新方向趋于一致（整体为正或为负）。如第6.4节所述，权
重 wij 的梯度通常由误差项 δj 与输入 xi 相乘得到。当输入恒为正时，梯度方向将完全由误差
项 δj 决定，导致指向隐层神经元 hj 的所有权重 wji 在更新时无法实现某些权重增加、而某些
权重减少的差异化调整，从而降低了网络的优化效率。双曲正切函数 Tanh在一定程度上弥补了
Sigmoid 函数这一缺陷，其输出范围为 (∇1, 1)，且均值为 0。这种零中心化特性使得下一层的
输入信号正负分布均衡，从而令梯度更新的方向更加多样化，通常能显著加快网络的收敛速度。
然而，Sigmoid和 Tanh函数在输入绝对值较大时均会进入饱和区（图中黄色区域）。一旦进入饱
和区，其导数将趋近于 0，从而引发梯度消失问题，使模型难以继续有效更新参数。ReLU函数
在保持非线性表达能力的同时，在正半轴区域（输入大于 0）上不再出现饱和现象。具体而言，
对于输入大于 0的区域，其导数恒为 1。这意味着无论网络有多深，只要神经元处于激活状态
（即有非 0输出），梯度可以在一定程度上无衰减地向前传播，从而有效缓解深层网络中的梯度
消失问题。通常情况下，使用 ReLU的网络收敛速度显著快于使用 Tanh的网络，这主要得益于
其在正区间的非饱和线性特性。但需要注意的是，ReLU的输出始终非负，因此仍然存在非零中
心化的问题，这在一定程度上会影响网络的优化效率。在实际应用中，这一问题通常可以通过
归一化（Normalization）得到有效缓解。我们将在第7.6节中进一步介绍该方法。
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卷积结果在经过非线性变换后，通常会紧接着进行池化（Pooling）操作。池化的主要作用
是对输入的局部区域进行下采样（Downsampling），从而减小特征图的空间尺寸并降低分辨率。
以图7.9中 2 ← 2的最大池化为例，其在每个局部区域（包含相邻的 4个特征值）中仅保留数值
最大的元素，从而得到下采样后的特征图。常见的池化方式包括最大池化（Max-pooling）、最
小池化（Min-pooling）和平均池化（Average-pooling）。其中，最大池化应用最为广泛，因为它
能够保留局部区域中最显著（响应值最大）的特征。相比之下，平均池化会将强响应与周围较
弱的响应（甚至噪声）进行平均，从而在一定程度上导致重要特征被 “平滑”或 “淡化”，使得原
本鲜明的特征变得模糊。然而，在希望下采样的同时尽量保留原有整体信息时，平均池化仍然
是一种合理选择。最小池化提取局部区域中最小的响应值，这在许多实际场景中并无实际意义。
例如，在经过 ReLU激活函数后，大量背景区域的特征值为 0，最小池化往往会保留这些无效的
零值。与卷积操作不同，池化通常不需要在输入边界进行填充。这是因为池化本质上是一种下
采样过程，其目标是主动减小特征图的空间尺寸以降低后续的计算复杂性，因此无需像卷积那
样通过填充（Padding）来维持输出尺寸。池化操作通常也不需要可学习的参数。
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图 7.9: 最大池化示意。对一个 4← 4的特征图应用尺寸为 2← 2的最大池化进行下采样。在每个
由相邻 4个特征值所组成的局部区域中，选取并保留其中的最大值，从而得到一个尺寸为 2← 2
的输出特征图（图中央的绿色方阵）。

池化的步长（Stride）通常与其窗口的尺寸相同。如图7.9所示，相邻池化区域之间通常不存
在重叠。然而，在一些卷积神经网络设计中，也可以采用步长小于窗口尺寸的设置，从而使不同
池化区域之间产生部分重叠。最大池化的一个重要特性是能够引入局部平移不变性（Translation
Invariance）。这意味着当目标特征在视野内发生小幅位移时，只要该特征仍然落在同一个池化
窗口（或局部区域）内，其输出的最大值通常保持不变。如图7.10所示，最大池化与卷积在处理
空间位移时表现出不同特性：前者在局部范围内对目标特征（以红色小方块表示）的小幅平移
具有一定鲁棒性，使输出对位置变化不敏感，从而增强模型对目标特征在视野中轻微位置变化
的泛化能力；而后者则体现为平移等变性，即特征图的响应会随着输入中目标特征位置的变化
而发生对应的空间位移。
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(a) (b)

图 7.10: 平移不变性与平移等变性对比图。(a)最大池化所带来的局部平移不变性：当目标特征
（以红色小方块表示）在局部范围内发生小幅位移时，只要其仍落在同一池化区域内，输出的最
大值通常保持不变，从而增强模型对局部位置扰动的鲁棒性。(b)卷积运算所具有的平移等变性：
当输入图像中的目标特征发生空间位移时，其对应卷积后的特征图也会发生相同方向与幅度的
位移，表现为特征响应在空间上的同步平移。

接下来，我们以 2018年图灵奖得主杨立昆（Yann LeCun）1提出的经典网络 LeNet-5为例
[42]，介绍卷积神经网络的基本结构。需要说明的是，我们以该网络为主要框架，并且结合前文
讨论的内容进行了适度的调整，以更好地体现卷积神经网络在后续发展中的一些主流设计思想
与变化。

LeNet-5卷积神经网络的结构如图7.11所示。网络输入为 32← 32像素的灰度手写数字图像，
因此初始输入仅包含一个通道。网络的主体由两组连续的 “卷积 +非线性变换 +最大池化”操
作构成。其中，卷积层均采用 5← 5的卷积核，非线性激活函数采用 Tanh，池化层则采用 2← 2

的窗口尺寸。需要注意的是，在 LeNet-5提出时尚未普遍采用填充来保持卷积前后特征图的尺
寸一致。因此在不使用填充的情况下，特征图尺寸会在每次卷积后逐层缩小。具体而言，对于
5← 5卷积核，若希望保持卷积前后空间尺寸不变，需要在输入四周填充 2个像素；否则，每次
卷积后特征图在高和宽方向上均减少 4个像素（即上下、左右各缩减 2个像素）。鉴于手写数字
通常位于图像中心区域，边缘像素所包含的信息对识别任务的重要性相对较低，因此这种边界
信息的损失通常不会显著影响模型性能。我们以第二个卷积层为例来说明卷积层参数量的计算
方法。该层属于多通道卷积，其输入由 6个通道（即 6幅特征图）组成。对于每个输出特征图，
其卷积核尺寸为 6 ← 5 ← 5。加上每个输出特征图对应一个偏置参数，生成单个特征图需要 151

个参数。由于该层共有 16个特征图，其总参数量为 2, 416 = 16← 156。
为了使模型更符合当前的设计，我们将原始 LeNet-5中的平均池化替换为效果更优的最大

1全名为杨·安德烈·勒昆（Yann André Le Cun），法国计算机科学家。
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32 × 32像素输⼊

6幅28 × 28
特征图 6幅14 × 14

特征图
16幅10 × 10
特征图 16幅5 × 5

特征图
120维
特征向量 84维

特征向量 10维输出

5 × 5卷积 2 × 2池化 2 × 2池化5 × 5卷积 全连接
全连接

全连接

图 7.11: LetNet-5卷积神经网络结构示意图。输入为 32← 32像素的灰度手写数字图像（类别为
0至 9的十个数字）。网络主体由两组连续的卷积与最大池化层构成。在最后一个池化层之后，
将得到的 16 ← 5 ← 5多通道特征图展平为 400维的向量，随后通过三层全连接层进行特征变换
与降维，最终输出 10维向量，对应 0至 9十个数字类别的分类结果。此图重绘自文献 [42]。

池化。在最后一个池化层之后，网络生成了 16幅 5←5的特征图。通过展平操作，该三维张量转
换为一个 400维（16←5←5）的特征向量，这可视为对输入图像高层语义特征的压缩表示。最后，
该特征向量依次通过三个全连接层。前两个全连接层在线性变换后采用 Tanh激活函数，而输出
层则采用 Softmax函数，将原始预测得分（Logits）转换为各类别的概率分布，从而实现对 0至
9共十个数字类别的分类。需要说明的是，原始 LeNet-5的最后一层采用了高斯连接（Gaussian
Connection），此处改为目前更常用于分类任务的 “线性层 + Softmax”形式。网络通常以交叉熵
损失函数为优化目标，并通过反向传播算法进行端到端的参数学习与优化。

(a) (b) (c)

图 7.12: 卷积神经网络不同层所学习到特征的可视化。(a)低层特征（如边缘与纹理）。(b)中层
特征（如局部结构与简单形状）。(c)高层特征（如全局结构与复杂模式）。

最后需要指出的是，原始输入图像中每个像素的取值范围为 0至 255的整数，其均值期望
约为 127.5 = 0+255

2 。若直接进行卷积运算，输出特征值的绝对值通常仍然较大，容易落入 Tanh
激活函数的饱和区，导致激活值趋近于 1，从而引发梯度消失问题。为缓解这一问题，通常首先
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将输入数据归一化到 [0, 1]区间。对于灰度图像，只需将像素值除以 255。随后，为了使数据分
布更贴近均值为 0、方差为 1的标准高斯分布，从而有助于网络训练过程的数值稳定性（详见
第7.6节讨论），通常还会对归一化后的数值进行标准化处理，即减去均值并除以标准差。

图7.12展示了卷积神经网络不同层所学习到特征的可视化。该可视化以一组鸟类图像作为
输入，并基于相应层神经元的激活值进行重建。从图中可以观察到，网络的低层（靠近输入端）
主要捕捉边缘、方向和纹理等基础视觉特征。随着层数的加深，感受野逐渐扩大，中间层开始
编码更具结构性的局部模式，例如鸟类的头部、喙部及爪部特征。在更高层，网络已能够整合
更大范围的上下文信息，从而形成对复杂结构和语义模式的表征。在此示例中，高层表示已经
能够分辨出不同鸟类的完整形态。这些高层特征经过后续的全连接层映射，最终与具体的语义
类别建立对应关系，从而实现对输入图像的识别与分类。

7.4 循环神经网络

为了使神经网络具备处理序列数据的能力，网络需要能够将当前输入与历史信息进行有效
整合，并利用整合后的信息进行预测。如何有效地整合历史信息形成 “记忆”，并在该记忆中尽
可能保留与后续预测相关的关键信息，是设计并构建此类网络的核心。由于记忆需要不断与新
的输入进行融合，因此在时刻 t形成的记忆（或状态）ht通常依赖于上一时刻的记忆 ht−1以及
当前输入。若将 ht 视为网络在时刻 t的隐藏状态，则其取值由前一时刻的隐藏状态 ht−1 与当
前输入共同决定，从而形成一种随时间递归更新的状态演化机制。与前馈神经网络中信息沿单
向传播不同，此类网络在结构上引入了跨时间步的循环依赖关系，使得当前状态不仅影响后续
状态，也间接影响未来的输出。因此，循环神经网络（Recurrent Neural Network）是一类神经元
之间存在循环连接（自身指向并影响其后续时刻取值），且通常用于处理序列数据的神经网络。
实现当前时刻 t的输入 xt与上一时刻的记忆（即隐藏状态）ht−1整合，并生成当前记忆 ht

的基本方式是：分别使用两组权重矩阵对 xt 和 ht−1 进行线性变换，然后将结果相加。该整合
方式可以简单理解为当前记忆是由之前记忆与当前输入的加权和所构成。在此基础上，通常还
会引入非线性激活函数，以增强模型的表达能力，从而得到如下形式：

at = Uht−1 +Vxt + b (7.25)

ht = σ(at) (7.26)

其中U为状态转移矩阵，用于捕捉状态随时间演化的规律；V为输入权重矩阵，用于提取当前
时刻的输入特征；b为偏置项，at 为 t时刻隐藏层的净输入，而 σ(·)为非线性激活函数，通常
取 Tanh或 Sigmoid函数。在得到当前隐藏状态 ht 之后，网络的输出通常通过另一组权重矩阵
从该状态中计算得到：

yt = Wht (7.27)

上述基本循环神经网络的结构如图7.13(a)所示，其中隐藏状态 h包含一个指向自身的反馈
环路，表示当前时刻的状态取值受到前一时刻状态的影响，这也是 “循环”神经网络名称的由来。
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图7.13(b)则展示了该网络按时间步 t展开的示意图，其中不同时间步对应的网络结构在形式上
是相同的，并且共享同一组权重参数。值得注意的是，这种循环结构也赋予了网络处理变长序
列的能力。由于各时间步共享同一组权重参数，网络可以根据输入序列的长度在时间维度上进
行展开，从而适应不同长度的输入，而无需为每种序列长度单独定义网络参数。
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图 7.13: 循环神经网络及其按时间步展开的示意图。(a)基本循环神经网络的结构示意。(b)循环
神经网络在时间维度上的展开形式，其中各时间步共享同一组权重参数。

在序列预测任务中，循环神经网络可以在每个时间步产生输出。这意味着网络可以在序列
的每一时刻均产生预测，而不一定需要等到整个序列结束后才进行预测。例如，在基于历史成
交价格预测股票价格走势的任务中，模型可以在多个时间点上持续进行预测，以捕捉市场随时
间变化的动态过程。设某一长度为 T 的时序样本为 x1:T = (x1, . . . ,xT )，其对应的每个时间步
的预测目标为 t1:T = (t1, . . . , tT )。我们可以在每个时间步定义损失函数 Lt，该损失由模型在时
刻 t的预测 yt 与对应目标 tt 计算得到。若为回归任务，可采用平方误差损失；若为分类任务，
则可采用交叉熵损失。整个序列的总损失函数可以定义为各时间步损失的平均（或累加），其形
式如下：

L =
1

T

T∑

t=1

Lt (7.28)

循环神经网络的训练目标同样是通过调整其参数 θ = {U,V,W, b}来最小化损失函数。在
采用反向传播算法对参数进行更新和优化时，需要计算总损失 L 关于各参数的梯度。根据公
式7.28，总损失 L关于参数 θ 的梯度可以通过对各时间步的损失 Lt 分别求梯度并取平均得到。
以将 Lt 关于状态转移矩阵U的梯度为例，可以先按照图7.13(b)所示的方式将网络在时间维度
上展开，然后沿着与前向计算相反的方向（即沿图中箭头的反方向）传播误差信号，这一过程
称为随时间反向传播（Backpropagation Through Time）。根据复合函数求导的链式法则，当计算
Lt对较早时刻 k (k < t)的隐藏状态 hk 及其对应参数矩阵U的梯度时，梯度需要穿过从时刻 t

到 k的所有中间隐藏状态。这一过程会产生如下偏导数的连乘形式：

φLt

φhk
=
φLt

φht

(
t⎩

i=k+1

φhi

φhi−1

)
(7.29)

φLt

φU
=
φLt

φhk
· φhk

φU
(7.30)
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公式7.29中的连乘项 ∂hi
∂hi−1

可以进一步分解为：

φhi

φhi−1
=
φhi

φai
· φai

φhi−1
(7.31)

其中 ai 为 i时刻隐藏层的净输入。由于 hi = σ(ai)，且激活函数 σ(·)是作用于 ai 每个分量的
逐元素运算，因此 ∂hi

∂ai
对应的雅可比矩阵（Jacobian Matrix）是一个对角矩阵，其形式为：

φhi

φai
= diag

⎛
σ′(ai)

⎝

⎡

⎣⎣⎣⎣⎣⎤

σ′(ai,1) 0 · · · 0

0 σ′(ai,2) · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · σ′(ai,M )

⎦

⎢⎢⎢⎢⎢⎥
(7.32)

其中 ai,j (j ≥ {1, . . . ,M})表示向量 ai的第 j个分量，σ′(·)为激活函数的导数，而M 为隐藏层
神经元的数量（即向量 hi的维度）。根据公式7.25，我们可得：

φai

φhi−1
= U (7.33)

其中 U是一个M ←M 的矩阵。结合公式7.32和7.33的结果，我们可以得到相邻时刻隐状态间
的雅可比矩阵为：

φhi

φhi−1
= diag

⎛
σ′(ai)

⎝
U (7.34)

计算跨越多个时间步的隐状态之间的梯度时，需要将从 k + 1到 t时刻的所有雅可比矩阵连乘：
t⎩

i=k+1

φhi

φhi−1
=

t⎩

i=k+1

diag
⎛
σ′(ai)

⎝
U (7.35)

根据矩阵谱范数（Spectral Norm）的次乘性（Submultiplicativity），即 →AB→ ⇒ →A→ · →B→，可以
得到该矩阵连乘的范数上界：⎜⎜⎜⎜⎜

t⎩

i=k+1

diag
⎛
σ′(ai)

⎝
U

⎜⎜⎜⎜⎜ ⇒
t⎩

i=k+1

→diag
⎛
σ′(ai)

⎝
→

︸ ︷︷ ︸
≤ 1

·→U→ (7.36)

矩阵谱范数在数值上等于矩阵的最大奇异值（若矩阵为对称矩阵，则谱范数等价于其最大特征值
的绝对值）。直观而言，谱范数表征了矩阵对向量长度的 “最大放大倍数”，即该矩阵所描述的线性
变换在作用于所有单位向量时能够产生的最大伸缩比例。不等式7.36右侧对角矩阵 diag (σ′(ai))

的谱范数（即最大奇异值）总是小于或等于 1，其原因在于该矩阵的最大奇异值就是对角元素绝
对值的最大值，而这些对角元素正是所使用激活函数的导数值。若采用 Tanh作为激活函数，其
导数为：

Tanh′(x) = 1∇ Tanh2(x) (7.37)

由于 Tanh(x) ≥ (∇1, 1)，因此 Tanh′(x) ≥ (0, 1]，其谱范数上界为 1。若采用 Sigmoid激活函数，
其导数为：

Sigmoid′(x) = Sigmoid(x)(1∇ Sigmoid(x)) (7.38)

其中 Sigmoid(x) ≥ (0, 1)，因此 Sigmoid′(x) ≥ (0, 0.25]。当 Sigmoid(x) = 0.5（即输入 x = 0）时，
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导数取得最大值 0.25 = 0.5(1∇ 0.5)，故其谱范数上界为 0.25。综上所述，在采用上述两类常见
激活函数时，→diag (σ′(ai)) → ⇒ 1恒成立。这意味着误差信号在通过激活函数层时，必然会面临
不同程度的衰减。因此，若要求梯度在跨越多个时间步传播时不至于迅速衰减，则需要权重矩
阵 U的谱范数足够大，以补偿激活函数导数所引起的梯度收缩。然而，过大的 →U→会严重损
害训练过程的稳定性，并且增加过拟合的风险。矩阵U的谱范数表征了其在主方向上的拉伸倍
数。当 →U→过大时，输入中的微小扰动会被显著放大并传递到输出，使得损失函数对输入变化
较为敏感，进而导致梯度幅值过大（甚至出现梯度爆炸），从而影响训练的稳定性。此外，模型
通常应对输入的微小扰动保持一定的鲁棒性，而过大的 →U→容易使模型过度拟合训练数据中的
噪声或异常模式，从而降低泛化能力。为缓解过拟合，常用的方法（如权重正则化或权重衰减）
通常会倾向于减小权重矩阵U的范数，但这又加剧了梯度的收缩。由此可见，基础的循环神经
网络陷入了两难困境：为了缓解梯度消失，需要较大的谱范数来抵消激活函数引起的梯度衰减；
而为了维持训练稳定性与模型的泛化能力，又要求较小的谱范数。
在实际应用中，与梯度消失相比，权重矩阵谱范数过大所引起的训练不稳定（甚至导致无法

收敛）通常具有更直接且严重的负面影响。两害相较取其轻，在权衡中往往倾向于通过正则化等
手段限制权重矩阵的谱范数，以确保训练过程的稳定性。然而，这种约束在一定程度上会加剧梯
度在时间维度上的衰减。对于基础循环神经网络而言，这种倾向表现为模型无法将时刻 t的损失
信号 Lt 有效回传至相隔较远的时刻 k，导致模型难以捕捉序列中的长程依赖关系（Long-range
Dependencies）。正是这一困境促使研究者们通过引入门控机制（Gating Mechanism）来缓解梯度
消失问题。所谓 “门控”，是指通过模拟物理开关的启闭程度（通常取值在 [0, 1]区间）来调节信
息的通过比例，从而实现对信息流动的选择性控制。
长短期记忆网络（Long Short-term Memory）是一种改进的循环神经网络结构 [24]，简称

LSTM，用于缓解基础循环神经网络在建模长序列时难以捕捉长程依赖关系的问题。LSTM通过
引入显式的记忆单元或称细胞状态（Cell State），并结合门控机制对信息的写入、保留与输出
进行选择性控制，使得信息能够在较长时间跨度上有效传递，从而显著缓解梯度消失问题。如
图7.14所示，LSTM单元的前向传播过程（从输入到输出）可由以下公式描述：

f t = σg (Ufht−1 +Vfxt + bf ) (7.39)

it = σg (Uiht−1 +Vixt + bi) (7.40)

ot = σg (Uoht−1 +Voxt + bo) (7.41)

c̃t = σc (Ucht−1 +Vcxt + bc) (7.42)

ct = f t ⟨ ct−1 + it ⟨ c̃t (7.43)

ht = ot ⟨ σh(ct) (7.44)

其中 xt ≥ RD表示时刻 t的输入向量，其维度为D；ht ≥ RM 表示时刻 t的隐状态（即输出）向
量，其维度为M。f t, it, ot ≥ RM 分别表示时刻 t的遗忘门、输入门和输出门的激活向量，用于
控制历史信息的保留、新信息的写入以及当前状态的输出比例。ct ≥ RM 表示时刻 t的细胞状
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7.4 循环神经网络

态，它是整合历史信息与当前输入、形成长短期记忆的核心载体。之所以使用 “细胞”一词，是
为了形象地描述 LSTM单元如同生物细胞一般，具有相对持久且独立的内部状态，并且通过门
控机制对信息的流入、保留与输出进行调节。c̃t ≥ RM 表示时刻 t的候选细胞状态（Candidate
Cell State）。之所以称为 “候选”，是因为 c̃t 并不会直接成为新的细胞状态，而是先经过输入门
it 的调制（即 it ⟨ c̃t）之后，才被有选择地累加至细胞状态 ct 中。U ≥ RM×M 为状态转移矩
阵，V ≥ RM×D 为输入权重矩阵，而 b ≥ RM 为偏置向量。这些权重矩阵和偏置向量共有四组，
它们的下标 f, i, o和 c分别对应遗忘门、输入门、输出门和候选细胞状态计算时所使用的参数。
σg(·)通常为 Sigmoid函数，用于产生 [0, 1]之间的门控系数。系数取值为 0时表示完全阻断信
息通过；取值为 1时表示允许信息完全通过；而取值在 (0, 1)区间时，则表示允许相应比例的信
息通过；σc(·)通常为 Tanh激活函数，用于生成候选细胞状态；σh(·)可选 Tanh函数或恒等映射
σh(x) = x。符号 ⟨表示逐元素相乘（Hadamard Product）。
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图 7.14: 长短期记忆网络（LSTM）单元的结构示意图。图中展示了由遗忘门 f t、输入门 it 和
输出门 ot构成的门控机制，以及用于长程信息传递的细胞状态 ct。其中 σ表示 Sigmoid函数。

在 LSTM单元的前向传播过程中（如图7.14所示），首先利用前一时刻的隐状态 ht−1 与当
前时刻的输入 xt，根据公式7.39、7.40和7.41分别计算遗忘门 f t、输入门 it 和输出门 ot。由于
都采用了 Sigmoid激活函数，这些门控向量所有元素的取值均处于 [0, 1]区间，它们表示之后在
逐元素相乘时对应特征被保留的比例。接着，根据公式7.42计算出候选细胞状态 c̃t，它表示从
当前输入 xt与隐状态 ht−1中提取出的、拟存入长期记忆的候选信息。随后，利用遗忘门 f t与
输入门 it 分别对上一时刻的细胞状态 ct−1 和当前时刻的候选细胞状态 c̃t 进行调制。调制后的
两部分信息通过加法进行整合，从而完成对细胞状态 ct的更新（即形成新的记忆）。这是 LSTM
最为核心的设计：它将需要保留的历史信息（即 f t⟨ct−1）与需要写入的新信息（即 it⟨ c̃t）以
线性相加的方式融合，从而为梯度在时间维度上的传播提供了相对 “通畅”的路径，在一定程度
上缓解了梯度消失问题（这一点将在后文进一步详述）。最后，输出门 ot从经过 σh(·)变换后的
细胞状态 ct 中提取与当前时刻 t相关的输出 ht。由于存储在 ct 中的信息并不一定全部有助于
当前预测，输出门实现了对记忆内容的选择性过滤。例如，若使用 LSTM建模由两个不同周期
信号叠加而成的序列，在某一时刻可能只与其中一个信号的周期相关。此时，输出门会选择性
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地从 σh(ct)提取与当前相关的那部分信息，而与两个信号均相关的完整信息仍保存在细胞状态
ct中，以便在后续合适的时刻再被提取和利用。

从上述讨论可看出，LSTM中的细胞状态 ct在功能上类似于基础循环神经网络中的隐状态
ht，二者都用于对历史信息与当前输入进行整合并加以存储。为了分析 LSTM相较于基础循环
神经网络为何能够更有效地缓解梯度消失问题，我们采用类似于公式7.31的分析方法，先根据
公式7.43来计算相邻时刻细胞状态之间的雅可比矩阵：

φct
φct−1

=
φ(f t ⟨ ct−1)

φct−1
+
φ(it ⟨ c̃t)

φct−1
(7.45)

上式右侧的遗忘门 f t、输入门 it 以及候选细胞状态 c̃t 均通过隐状态 ht−1 间接地依赖于 ct−1。
从严格推导的角度来看，每一项都需要进一步应用链式法则展开。然而，参照我们在基础循环
神经网络中关于梯度消失的分析，这些通过非线性激活函数生成的门控和候选细胞状态项，其
计算形式与公式7.25和公式7.26的组合（即为 ht = σ(Uht−1+Vxt+b)）一致。在跨越多个时间
步进行传播时，其对应的雅可比矩阵连乘项同样受限于类似公式7.36的范数上界，从而导致其
梯度贡献迅速衰减。因此，在后续分析中，我们忽略这些在时间维度上快速衰减的间接链式展
开项，从而突出梯度传播的主要路径。在忽略这些快速衰减项之后，相邻时刻细胞状态之间的
雅可比矩阵可近似简化为公式7.45中仅保留细胞状态 ct−1对其自身的偏导项。考虑到 f t⟨ ct−1

为逐元素相乘运算，其对应的雅可比矩阵为以遗忘门向量 f t为对角元素的对角矩阵：
φct
φct−1

⟩ φ(f t ⟨ ct−1)

φct−1
= diag(f t) (7.46)

在计算跨越多个时间步的细胞状态之间的梯度时，需要将从 k + 1到 t时刻的所有雅可比矩阵
进行连乘：

t⎩

i=k+1

φci
φci−1

⟩
t⎩

i=k+1

diag(f i) (7.47)

对比公式7.35和7.47可以看出，LSTM相较于基础循环神经网络（RNN）之所以能够有效地缓解
梯度消失，并建模更长程的依赖关系，主要有以下几点原因：

跨多个时间步的梯度连乘项仅由门控向量构成的对角矩阵所组成，而不再包含权重矩阵。
这避免了传统 RNN 中由于权重矩阵反复相乘所可能引起的梯度缩放或数值不稳定问题。
特别是当权重矩阵谱范数小于 1时，会进一步加剧梯度的衰减。
每一时刻的遗忘门向量并非固定常数，而是基于当时输入与前一时刻隐状态动态生成的。
这种设计使门控系数能够随时间步自适应变化，从而避免了基础 RNN梯度计算的雅可比
矩阵中共享同一权重矩阵带来的系统性偏差。理论上模型可以通过学习，使得在需要长期
记忆的序列区间内遗忘门的各元素接近 1，从而使梯度能够以近似无衰减（约等于 1）的
方式传播，形成所谓的 “恒定误差传送带”（Constant Error Carousel）。
由于梯度连乘中不再包含权重矩阵，使得权重参数能够摆脱 “必须增大谱范数来补偿激活
函数导数所带来的梯度收缩”的束缚，这在一定程度上降低了训练的难度，并有助于提升
模型的泛化能力。
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若将梯度的传播比作车辆在道路上的行驶，传统 RNN 就像是一条每隔一段距离就设有减速带
（激活函数导数）且路面摩擦系数固定（共享权重矩阵）的普通道路。无论初始动能（梯度信号）
多强，在经过层层阻碍后，能量都会迅速损耗殆尽，导致信号无法触达远端。相比之下，LSTM
则构建了一条由 “智能道闸”（门控机制）动态调节的信息高速公路。当识别到重要信息时，遗
忘门（道闸）会完全开启，形成一条阻力近乎为零的传输通道，使得梯度信号能够几乎无损地
“滑行”至序列终点，从而更有效地捕捉长程依赖关系。在实际应用中，基础 RNN通常只能较好
地建模约数十个时间步范围内的依赖关系，而 LSTM则能够在更长时间跨度上捕捉相应的依赖
关系，通常可扩展至数百个时间步（或甚至更远）。需要注意的是，这里的 “时间步数”并不是
指整个输入序列的总长度，而是指序列中任意两个相关信息之间的间隔长度，即依赖关系所跨
越的时间步距离。

!!

LSTM LSTM LSTM…

LSTM LSTM LSTM…

LSTM LSTM LSTM…

LSTM LSTM LSTM…

!" !#…

"" "$ "!… ELMo "#%!…

"! "" … "#
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图 7.15: ELmo模型结构示意图 [51]。该模型采用两层堆叠的双向 LSTM结构，其中正向 LSTM
负责在给定前文的条件下预测下一个词，反向 LSTM则负责在给定后文的条件下预测前一个词。
正向与反向 LSTM的参数彼此独立，但在各自的每一时刻均共享同一组参数。

如果训练样本的完整序列可以预先获得（而非实时生成的流式数据），LSTM 不仅可以按
时间顺序从前向后处理序列，从而捕捉和整合历史信息，还可以按时间逆序从后向前处理序列，
用于建模并融合未来信息。以语言数据为例，给定一段文本或一句话，正向读取能够整合当前
词汇的上文信息，而反向读取则能融合该词汇的下文语义。通过构建双向 LSTM（Bidirectional
LSTM），模型可以同时捕捉单词与其前后上下文之间的依赖关系。此外，LSTM还可以通过堆叠
（Stacking）的方式形成深层结构。具体而言，将底层 LSTM在每一时刻的输出（即隐状态 h）作
为高层 LSTM同一时刻的输入，这种层次化结构能够有效地建模更为抽象的高层语义特征。如
图7.15所示，ELMo（Embeddings from Language Models）[51]是将双向 LSTM与多层堆叠结构
相结合的典型模型，并被成功用于构建预训练语言模型。

传统的语言模型（Language Model）旨在建模词序列的概率分布，其核心任务是在给定一组
连续词汇的前提下预测下一个单词，本质上是一种从前向后的正向预测。而 ELMo将其扩展为
双向语言模型，通过同时利用前文和后文信息来学习更丰富的上下文表示。语言模型的预训练
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是指利用大规模未经人工标注的文本对模型参数进行训练（初始化）。完成预训练后的模型能够
捕捉丰富的通用语言特征，并可被迁移应用至词法分析、句法解析及语义建模等各类下游自然
语言处理2任务。在预训练阶段，正向 LSTM的训练目标是最大化序列的前向因式分解概率：

p(x1, . . . , xN ) =
N⎩

i=1

p(xi|x1, . . . , xi−1) (7.48)

其中 N 表示输入文本的长度（即单词总数），而 xi 表示该文本序列中的第 i个单词。相应地，
反向 LSTM的训练目标是最大化序列的反向因式分解概率：

p(x1, . . . , xN ) =
N⎩

i=1

p(xi|xi+1, . . . , xN ) (7.49)

ELMo模型的总体训练目标是同时最大化正向与反向语言模型的对数似然之和。需要注意的是，
输入的单词首先会被映射为对应的向量表示（词向量），这些词向量（随机初始化）和两层双
向 LSTM的参数在预训练过程中会被联合学习与共同优化。在利用大规模文本完成上述预训练
之后，不同层的 LSTM会逐渐形成层次化的语言表征。底层 LSTM往往能够捕捉到更具象的语
言学特征，如词性、词形变化及局部句法结构，而高层 LSTM则更倾向于学习抽象的语义特征、
词义消歧及更长程的依赖关系。在应用于下游自然语言处理任务时，ELMo为每个单词生成的
向量表示由正向与反向 LSTM的隐状态拼接而成，这使得每个单词的表示都能够整合其完整的
上下文信息。需要注意的是，在预训练阶段并不会采用这种 “双向拼接”的方式，其目的是避免
泄露所需预测的信息，即防止模型在预测当前词时已经 “看到”该词本身的信息。

由于 LSTM单元的内部结构相对复杂、参数量较多，通常需要更多的训练样本以及更长的
训练时间才能达到较好的优化效果。因此，研究者们在 LSTM的基础上提出了若干简化的变体，
而门控循环单元（Gated Recurrent Unit, GRU）[13]是较具代表性的一种。GRU的前向传播过程
可以由以下公式描述：

zt = σg (Uzht−1 +Vzxt + bz) (7.50)

rt = σg (Urht−1 +Vrxt + br) (7.51)

h̃t = σh (Uh(rt ⟨ ht−1) +Vhxt + bh) (7.52)

ht = (1∇ zt)⟨ ht−1 + zt ⟨ h̃t (7.53)

其中 xt ≥ RD 表示时刻 t的输入向量，其维度为 D；ht ≥ RM 表示时刻 t的隐状态（同时也是
输出）向量，其维度为M。zt和 rt分别表示更新门（Update Gate）和重置门（Reset Gate）的激
活向量。更新门用于控制隐状态的更新比例，它决定了多少比例的历史信息 ht−1 需要被保留，
以及多少比例的新信息 h̃t 需要被写入（见公式7.53）。重置门则用于确定前一时刻隐状态 ht−1

对当前候选隐状态 h̃t 的贡献程度（见公式7.52），它允许模型根据当前输入和历史信息有选择
地 “遗忘”与未来无关的信息。更新后的隐状态 ht按更新门 zt所设定的比例来整合上一时刻的

2自然语言处理（Natural Language Processing, NLP）是人工智能和语言学的交叉学科，旨在研究计算机处理、理解与
生成人类语言的技术。

215



7.5 残差神经网络

隐状态 ht−1和当前时刻的候选隐状态 h̃t。U ≥ RM×M 为状态转移矩阵，V ≥ RM×D 为输入权
重矩阵，而 b ≥ RM 为偏置向量。这些权重矩阵和偏置向量共有三组，它们的下标 z, r和 h分
别表示更新门、重置门和候选隐状态计算时所涉及的参数。σg(·)通常为 Sigmoid函数，用于产
生 [0, 1]之间的门控系数，而 σh(·)通常为 Tanh激活函数，用于生成候选隐状态。研究表明，在
机器翻译、语音识别和音乐建模等时序任务中，GRU的性能通常与 LSTM相当。由于 GRU结
构更为简洁、参数量更少，在相同训练条件下往往具有更高的训练效率，即更易于优化与收敛。

7.5 残差神经网络

虽然多层深度结构能够通过特征的逐层复用与抽象，有效提取更高层次的语义表示，从而
在一定程度上提升模型的表达能力与泛化性能，但随着网络深度的不断增加，又引发了新的问
题。具体而言，由于梯度消失或爆炸等问题 [4, 25]仍然存在，当网络深度超过一定程度后，这
些问题的累积效应逐渐显现，使得更深网络的性能可能不升反降 [28]。这一现象被称为深层网
络的退化问题（Degradation Problem）：即简单地增加网络深度，反而可能导致训练误差和测试
误差同时上升。需要强调的是，这种性能下降并非由于过拟合所引起。过拟合通常表现为训练
误差较低而测试误差升高，而退化问题则表现为训练误差与测试误差同时上升。这表明，对于
更深层网络的有效学习与优化仍然存在困难和挑战。

在传统的深层神经网络中，梯度在反向传播过程中需要经过权重矩阵的层层连乘。若中间层
权重矩阵的谱范数偏小，梯度将随着网络深度的增加而呈指数级衰减，即产生梯度消失现象，从
而使深层参数难以得到有效更新。为缓解这一问题，2015年提出的残差学习（Residual Learning）
[29]将网络中的模块（通常由若干层构成）的学习目标从 “直接逼近目标映射”转变为 “拟合输
入与目标之间的残差”。换言之，在残差神经网络（Residual Neural Network）中，每个模块不再
试图从输入直接 “生成完整输出”，而是在前一模块输出（或阶段性预测）的基础上进行 “增量
偏差修正”，从而使深层网络更易于优化。

假设深度网络中的某一模块需要学习的目标映射为 g(x)，其中 x为该模块的输入向量。若
将该模块的学习目标改为拟合目标输出 g(x)与输入 x之间的残差，则该模块可表示为：

f(x) = g(x)∇ x (7.54)

因此，原始的目标映射可以改写为：

g(x) = f(x) + x (7.55)

此时，学习目标从直接建模目标映射 g(x)转化为学习一个残差映射 f(x)（Residual Mapping）与
一个恒等映射 x（Identity Mapping）之和。实现该学习目标转换的网络结构示意图如图7.16所示，
其中引入的恒等映射通常被称为捷径连接（Shortcut Connection）或跳跃连接（Skip Connection），
因为这一连接不仅在前向传播中提供了一条信息的直接传递路径，也在反向传播中为梯度提供
了直达的 “高速”通道。如图7.16所示的残差模块中，残差分支 f(x)由三层子网络构成：输入 x

首先经过一个线性变换层，随后通过 ReLU激活函数进行非线性变换，最后再次经过线性变换
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后与恒等映射（即捷径分支）的 x相加。需要注意的是，最后的相加操作为逐元素加法，因此
残差分支 f(x)的输出维度通常需要与输入 x的维度一致，这也是在网络结构中使用残差连接
需要满足的基本条件。残差连接也可应用于卷积神经网络中，通常也要求残差模块输入与输出
特征图在空间尺寸以及通道数上保持一致（或通过额外的投影变换进行匹配）。

线性层

线性层

+

ReLU

ReLU

"

"
恒等映射

# " + "

# "

图 7.16: 残差模块结构示意图。该模块的残差分支 f(x)由三层子网络构成：输入 x首先经过一
个线性变换层（如普通线性层或卷积层），随后通过 ReLU激活函数进行非线性变换，最后再次
经过线性变换得到输出。该输出再与捷径分支上的恒等映射 x进行逐元素相加，得到最终输出。

引入残差模块之所以能够使更深的神经网络更容易训练，并且在一定情况下可以通过增加
网络的深度来提升性能，主要有以下两个原因：

假设残差模块的输出为 g(x)，其学习的残差映射为 f(x)，则输出可表示为 g(x) = f(x)+x。
在反向传播过程中，损失函数 L关于该模型输入 x的梯度为：

φL
φx

=
φL
φg(x)

· φg(x)
φx

(7.56)

其中上式右侧的第二项为：
φg(x)

φx
=
φf(x)

φx
+ 1 (7.57)

上式（与 LSTM中相邻细胞状态间梯度计算公式7.45类似）来自恒等映射分支的常数项 1

至关重要。即便残差分支的梯度 ∂f(x)
∂x 过小而趋近于零，整体梯度仍然可以通过恒等映射

分支进行反向传播。这相当于在网络中构建了一条梯度传播的高速公路，确保了损失信号
能够跨层无损地回传至浅层参数，从而有效缓解了深层网络中的梯度消失问题。
将学习目标从 “直接逼近目标映射”转变为 “拟合输入与目标之间的残差”，从而显著降低
了优化难度。以数值逼近为例：假设最终目标是将输入映射为 9.456。在传统结构中，每
个模块都需尝试 “完整”映射使得最终输出逼近目标值。而在残差架构下，第一个模块可
先将输入映射至 9，后续模块则仅需在前一模块输出 9的基础上补充残差 0.4以达到 9.4，
再由下一模块补充残差 0.05以达到 9.45，如此这般逐步逼近目标值。在这种逐层修正的
机制下，随着残差模块数量（即网络深度）的增加，网络模型能够以逐层 “修正误差”的
方式不断提高预测精度，同时降低单个模块的学习负担与难度。
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残差模块的引入使得训练深达数百层甚至上千层的神经网络成为可能。图7.17展示了一个
经典的包含 152层的残差神经网络（ResNet-152），并将其应用于光学字符识别（Optical Character
Recognition）任务。光学字符识别主要是从图像中识别并提取其中包含的文字内容（包括版面
结构）。该网络的输入为 224← 224像素的图像。网络首先通过一个 7← 7的卷积核生成 64幅特
征图。由于该卷积层的步长为 2，输出的分辨率降至 112← 112。随后，网络采用核大小为 3← 3、
步长为 2的最大池化层（四周填充为 1）进行下采样，得到尺寸为 56← 56← 64的特征张量。
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图 7.17: 经典的 152层残差神经网络（ResNet-152）的结构示意图。图中类似 “7 ← 7卷积 (64)”
表示使用 7← 7卷积核生成 64个通道（特征图）的卷积层。网络主要由四个核心阶段构成（分
别以黄、绿、红、青四色表示），每一阶段由多个残差模块堆叠而成。每个残差模块由三层卷积
构成的残差分支以及一条对应的捷径分支组成。残差模块上方标注的 “←3”表示该残差模块在
对应阶段中重复堆叠的次数。该示例网络被应用于西夏文字识别任务。

接下来，网络依次经过四个核心阶段（在图7.17中分别以黄、绿、红、青四色标示）。每个
阶段由多个残差模块堆叠而成，而每个残差模块通常包含三层卷积。该类残差模块采用典型的
“瓶颈结构”（Bottleneck Design）：首先通过 1← 1卷积压缩通道数（例如在绿色阶段将通道数从
256降至 128），之后在较低通道数上使用较大的 3 ← 3卷积核来扩大感受野，并提取空间特征
（避免了直接在高维通道上使用大卷积核所带来的参数量剧增），最后再通过 1← 1卷积恢复并扩
充通道数，以提升特征捕捉的丰富程度。这里的 “瓶颈结构”是指残差模块在中间层对特征通道
进行压缩，使整体结构呈现 “两端通道数较大、中间通道数较小”的形态，类似于中间收窄的瓶
颈或沙漏结构。这种设计能够在保持或提升模型表达能力的同时，显著减少参数量与计算代价。
每个残差模块由上述三层卷积构成残差分支，并配有一条对应的捷径分支。与基础残差模

块不同，此处的捷径连接需要额外的参数来完成映射。这是因为残差模块的输入与输出在通道
数上不一致，因此需要在捷径分支上采用核为 1 ← 1卷积进行投影变换，以对齐特征图的空间
尺寸和通道数，并确保残差分支与捷径分支的输出可以进行逐元素相加。需要注意的是，捷径
分支中的投影变换通常不包含非线性激活函数，且往往不使用偏置项，因此本质上是一个用于
维度匹配的线性变换。因此，尽管该分支引入了额外参数，但由于其结构简单且提供跨层连接，
仍然能够成为梯度反传的捷径。
在网络的末端，采用 7← 7的平均池化层进行降维，将特征图转化为 1← 1← 2048的张量。

最后，通过全连接层将该 2048维特征向量映射到目标任务所需的类别数。
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由于深度神经网络的优化本质上是一个复杂的高维非凸优化问题，其参数空间不仅存在众
多的局部极小值，还广泛分布着鞍点、陡峭悬崖和平坦区域等极端损失地貌（Loss Landscape）。
这些因素严重影响了优化算法的收敛效率与寻优能力，从而使整个训练过程具有较大的挑战性。
在网络结构与损失函数确定的前提下，训练策略与调参技巧往往会直接影响模型的最终性能，
甚至可能带来显著差异。因此，深度神经网络的训练有时被形象地称为是一个 “艺术多于科学”
的过程。除了了解神经网络的主要类型与结构，以及如何针对具体任务设计合适的损失函数外，
系统掌握有效的优化方法同样至关重要。接下来，我们将从参数优化算法、数据预处理、参数
初始化、归一化方法、正则化方法和超参数选择这六个方面，对其代表性方法进行简要介绍。

7.6.1 参数优化算法

在参数优化算法方面，最基础的方法是随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent, SGD）。
在实际应用中，该算法通常与小批量（Mini-batch）策略相结合：即在每次迭代中，从训练集中
随机抽取包含 B 个样本的子集来近似估计损失函数 L(θ)关于模型参数 θ 的梯度。第 t次迭代
时的批量梯度 g(t)计算公式如下：

g(t) =
1

B

B∑

i=1

−Li(θ
(t)) (7.58)

其中 Li(θ
(t))表示基于第 i个样本在当前参数下计算的梯度。在获得该小批量样本的梯度估计

之后，参数按照如下方式进行更新：

θ(t+1) = θ(t) +!θ(t) = θ(t) ∇ ηg(t) (7.59)

其中 η是学习率，它决定了参数更新的步长。如前所述，批量大小 B不宜过小，否则梯度估计
容易受随机噪声的影响，进而因梯度估计的方差过大而导致训练过程的不稳定；但也不宜过大，
否则可能降低优化过程的随机性，从而削弱模型跳出鞍点或较差局部极小值的能力。学习率 η

的选取通常与批量 B的大小呈正比。这是因为，随着批量中样本数量的增加，虽然梯度估计的
期望保持不变，但其方差会随之减小。由于梯度估计更为稳健，我们可以使用较大的学习率来
加速收敛，从而提升训练效率。

在神经网络的训练过程中，学习率 η通常不会保持恒定，而是会随着训练的推进逐渐减小。
这种策略被称为学习率衰减（Decay）或退火（Annealing）。采用这种策略主要有以下两个方面
的原因：

在训练初期，尤其是在参数随机初始化的情况下，模型通常距离 “最优解”（更准确地说是
某个较优的局部极小值）较远。此时，采用较大的学习率有助于模型快速跨越平坦区域或
局部障碍，从而加速趋近该局部极小值。然而，当模型进入该极小值附近的 “谷底”区域
时，若学习率依然取较大值，参数更新步长可能超过该区域内进行有效优化的尺度，导致
参数在谷底两侧反复振荡，甚至因步长过大而 “跳出”该局部极小值区域。
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在采用小批量随机梯度下降时，每次迭代得到的梯度估计不可避免地包含随机噪声。在训
练后期，随着模型逐渐接近收敛，真实的梯度将趋近于零。若仍保持较大的学习率，梯度
中的噪声成分会被放大，导致参数在收敛点附近进行无意义的 “随机游走”，难以实现精细
收敛。通过在训练后期降低学习率，可以有效减小由于噪声引起的更新方差，使模型能够
更加平稳地收敛至目标局部最小值。
基于上述原因，学习率可以采用如下的线性衰减策略：

η(t) = (1∇ α)η(0) + αη(τ) (7.60)

其中比例系数 α = t
τ 随迭代次数 t线性增加（0 ⇒ t ⇒ τ）。上述公式表示学习率在训练过程中

从初始值 η(0) 线性下降至最终值 η(τ)。当迭代次数 t ∥ τ 后，学习率将保持在 η(τ) 不变。在实
践中，最终学习率 η(τ)通常设定为初始学习率 η(0)的 1%左右。

在训练的初期，梯度的数值通常较大且方向波动较强，尤其是在参数随机初始化的情况下，
各参数之间尚未形成有效的协同关系。此时若直接采用较大的学习率，容易导致参数更新幅度
过大，从而引起训练过程的不稳定。为了缓解这一问题，在实践中常采用预热（Warm-up）策略，
即在训练开始的若干个迭代步中使用较小的学习率，等梯度下降到一定程度后再恢复到初始的
学习率 η(0)。并在此基础上，再结合相应的学习率衰减策略，使学习率在后续训练过程中逐渐
减小。由此，学习率在整体上呈现出 “先升后降”的变化趋势。

在上述随机梯度下降法中，参数更新仅依赖于当前小批量样本所估计的即时梯度，因而未
能充分利用优化路径中的长期趋势。从直觉上看，如果当前梯度方向与历史梯度方向较为一致，
说明在多个迭代步骤中梯度大致指向同一方向，此时可以在该方向上适当增大更新幅度；反之，
若当前梯度方向与历史方向差异较大甚至相反，则应在该方向上采取更加保守的更新策略，以
避免不稳定的参数振荡。为了实现这一目标，可以对历史梯度进行加权累积，并与当前梯度共
同用于参数更新，这种方法称为带动量的随机梯度下降法。在物理学中，动量（Momentum）被
定义为物体质量与速度的乘积，体现了物体维持其运动状态的惯性3。在优化过程中，我们可以
将累积的梯度视为速度（Velocity），而将当前计算出的即时梯度视为作用在物体上的力（Force）。
根据物理学定律，力作用于物体产生加速度，进而改变其运动速度。当连续多个迭代步的梯度方
向保持一致时，参数更新的 “速度”会迅速累积。模型应在该确定性较强的方向上 “加速前进”，
从而利用 “惯性” 快速冲过较浅的局部极小值或梯度极其平缓的区域。而在梯度方向不稳定或
随机噪声较大的情况下，动量机制能够通过加权累积所带来的平滑效应抵消掉部分矛盾的分量，
从而在缓解振荡的同时，显著提升整体收敛效率。

在带动量的随机梯度下降法中，参数的更新不再仅取决于当前的梯度，而是通过维护一个
“速度”向量 !θ(t)来积累历史更新的方向，其递推形式可表示为：

!θ(t) = γ!θ(t−1) ∇ ηg(t) (7.61)

其中 γ ≥ [0, 1)称为动量因子（通常设为 0.9），它决定了历史更新方向对当前更新的影响程度。

3准确地说，惯性（Inertia）是物体抗拒其运动状态被改变的性质，并由其质量唯一量度。
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η 表示学习率，而 g(t) 表示当前迭代步中由小批量样本得到的梯度估计。随后，我们利用计算
得到的 “速度”向量完成参数更新：

θ(t+1) = θ(t) +!θ(t) = θ(t) + γ!θ(t−1) ∇ ηg(t) (7.62)

在基本的随机梯度下降法中，所有参数共享同一个全局学习率。然而在实际应用中，不同参
数对应的梯度尺度往往存在显著差异：某些参数的梯度较大，从而更新幅度较大；而另一些参
数的梯度较小，其更新幅度也相对有限。若统一采用相同的学习率，可能导致前者更新过于剧
烈，而后者更新不足，从而影响整体的优化效果。AdaGrad算法（Adaptive Gradient Algorithm）
针对这一问题提出了相应的解决方法 [20]。该算法的核心思想是为每个参数维护一个自适应的
学习率。AdaGrad算法通过累积各参数历史梯度的平方和，来衡量该参数在优化过程中被更新
的 “频率”或 “强度”。在更新时，算法根据该平方和对学习率进行动态缩放：梯度平方和较大的
参数，其学习率会被相应减小；而梯度平方和较小的参数，则会保持相对较大的学习率。

具体而言，在第 t次迭代时，AdaGrad算法首先计算各参数历史梯度平方的累积：

G(t) =
t∑

i=1

g(i) ⟨ g(i) (7.63)

其中符号 ⟨表示逐元素乘法，而 g(i)为第 i次迭代时的梯度向量。由此得到的G(t)反映了各参
数在历史迭代中的梯度平方和。然后，参数的更新量 !θ(t)按照如下公式计算：

!θ(t) = ∇ η⎟
G(t) + ε

⟨ g(t) (7.64)

其中 η为全局学习率，ε是一个非常小的正数（通常取值为 10−7 或 10−8），用于避免分母过小
而引发数值不稳定问题。需要注意的是，公式7.64中的除法、平方根和乘法运算均以逐元素方式
进行。上式中的 η̸

G(t)+ε
可视为一种自适应学习率，它根据历史梯度平方的累积对全局学习率

进行缩放，使得梯度累计较大的参数对应较小的更新步长，而梯度累计较小的参数则保持相对
较大的更新步长。
然而，AdaGrad算法存在一个显著的缺陷：由于有效学习率在迭代过程中呈单调递减趋势，

在训练后期，有效学习率往往会变得过小，导致参数无法得到充分优化。这一问题源于G(t)对
历史梯度平方进行了无限制累加。随着迭代次数 t的增加，分母项

⎟
G(t) + ε会不断单调递增，

迫使有效学习率最终趋近于零，导致模型在尚未达到最优解时就过早收敛。RMSprop算法针对
AdaGrad在后期学习率过快衰减的问题进行了改进 [69]，其核心思想是借鉴动量方法，用梯度
平方的指数移动平均来替代简单的累加。这种改进不仅避免了分母的无限增长，还赋予了算法
一定的 “遗忘”能力，使其能够自动弱化较早时期的梯度信息，从而使学习率能够根据当前和近
期的梯度尺度进行动态调整。在第 t次迭代中，梯度平方的指数平均值G(t)的计算公式如下：

G(t) = γG(t−1) + (1∇ γ)g(t) ⟨ g(t) (7.65)

其中 γ ≥ [0, 1)为衰减率，通常取值为 0.9。参数的更新量 !θ(t)仍然按公式7.64进行计算。
Adam（Adaptive Moment Estimation）算法结合了动量法和 RMSprop算法的优点 [40]。它既

能够通过对梯度的累积来捕捉参数更新的长期趋势，又能够基于梯度平方实现自适应的学习率
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调整，使其成为目前深度学习领域应用最为广泛的优化算法之一。Adam算法通过维护两个向量
来更新参数：一是梯度的一阶矩估计（即梯度的指数加权平均），用于捕捉梯度的方向和动量；
二是梯度的二阶矩估计（即梯度平方的指数加权平均），用于捕捉梯度的尺度及其变化。对于第
t次迭代，这两个向量的递推计算公式如下：

M(t) = γ1M
(t−1) + (1∇ γ1)g(t) (7.66)

G(t) = γ2G
(t−1) + (1∇ γ2)g(t) ⟨ g(t) (7.67)

其中 γ1, γ2 ≥ [0, 1)是衰减率，在实际应用中通常分别设为 0.9和 0.999。g(t)为当前步的小批量
梯度估计。梯度的一阶矩估计M(t) 和二阶矩估计 G(t) 通常被初始化为零向量。然而，这种初
始化方式会导致矩估计的值在训练初期严重偏向于零。尤其当衰减率 γ1和 γ2较接近 1（即倾向
于保留更多历史信息）时，这种初始阶段的偏差尤为显著。为了消除初始化带来的系统性偏差，
Adam算法使用以下公式对原矩估计进行修正，使其成为无偏估计：

M̂(t) =
M(t)

1∇ γt1
(7.68)

Ĝ(t) =
G(t)

1∇ γt2
(7.69)

上述修正的合理性在于：通过分母项 1∇ γt 补偿了指数加权平均在初始阶段因零初始化而导致
的数值亏损，从而确保修正后的矩估计在统计期望上与真实的矩保持一致（假设在局部窗口内
梯度服从相同的分布）。随着迭代次数 t的增加，修正因子 1∇ γt将趋近于 1，此时偏差修正的
影响逐渐消退，算法平稳过渡至标准的指数加权平均形式。Adam算法中参数的更新量!θ(t)按
如下公式计算：

!θ(t) = ∇ η⎟
Ĝ(t) + ε

⟨ M̂(t) (7.70)

其中 η为全局学习率，在实际应用中通常取 0.001，而 ε为一个非常小的正数，通常取 10−8。在
深度学习中被广泛采用的 AdamW（Adam with Decoupled Weight Decay）是在 Adam算法的基础
上引入权重衰减策略后的一种改进 [45]，我们将在第7.6.5节中对其进行详细介绍。

此前讨论的优化算法通常只对每个参数的更新量进行独立的缩放，如 AdaGrad算法通过为
每个参数维护其历史梯度平方的累积，实现学习率的自适应调整。然而，在神经网络中，权重
矩阵内部的参数往往存在较强的相关性。如果忽略这种相关性，可能导致冗余更新，以及由于
梯度矩阵奇异值分布不均而引发的振荡或收敛缓慢等问题。冗余更新现象表现为：若权重矩阵
中不同特征分量高度相关，则其梯度方向将趋于一致。在传统的逐元素优化框架下，所涉及的
参数会在相同的方向上被重复且过度地更新，从而导致表示能力的退化（其他有效更新方向被
相对抑制）与计算资源的浪费。此外，对于权重矩阵W，设其梯度G可进行如下奇异值分解：

G = UΣV→ (7.71)

其中 U和 V分别为左、右奇异向量构成的正交矩阵，Σ为对角矩阵，其对角线上的非负元素
即为矩阵G的奇异值。在实际优化过程中，梯度矩阵的奇异值分布往往高度不均，形成某些方
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向对应的奇异值较大，而另一些方向则较小。这会使损失函数在参数空间中呈现 “细长山谷”的
形状，使得优化算法在陡峭方向上易发生振荡，而在平坦方向上进展缓慢。Muon（Momentum
Orthogonalized by Newton-Schulz）算法的基本思想是将矩阵G映射为一个正交矩阵O = UIV→

（其中 I是单位阵），并利用该正交矩阵对权重参数进行更新。实质上相当于将梯度矩阵G的所
有奇异值都归一化为 1，这样可以在各正交方向上实现更为均衡的调整，从而缓解因奇异值尺
度差异引起的优化不均。同时，该类更新在一定程度上有助于控制权重矩阵的谱范数，避免在
奇异值较大的方向上产生过度拉伸，从而提高训练的稳定性。

表 7.1: 代表性参数优化算法总结

参数优化算法 参数更新量计算公式

随机梯度下降法（SGD） !θ(t) = ∇ηg(t) 最基本的参数优化方法

带动量的随机梯度下降法 !θ(t) = γ!θ(t−1) ∇ ηg(t) 考虑梯度长期变化趋势

AdaGrad算法 !θ(t) = ∇ η̸
G(t)+ε

⟨ g(t) 梯度平方累加对学习率进行

G(t) =
⎨t

i=1 g
(i) ⟨ g(i) 动态缩放实现自适应学习率

RMSprop算法 !θ(t) = ∇ η̸
G(t)+ε

⟨ g(t) 在 AdaGrad基础上，将梯度

G(t) = γG(t−1) + (1∇ γ)g(t) ⟨ g(t) 平方累加改为指数移动平均

Adam算法 !θ(t) = ∇ η̸
Ĝ(t)+ε

⟨ M̂(t) 相当于动量法和 RMSprop的

M̂(t) = M(t)/(1∇ γt1) 结合
Ĝ(t) = G(t)/(1∇ γt2)
M(t) = γ1M(t−1) + (1∇ γ1)g(t)

G(t) = γ2G(t−1) + (1∇ γ2)g(t) ⟨ g(t)

AdamW算法 !θ(t) = ∇η
(

1̸
Ĝ(t)+ε

⟨ M̂(t) + λθ(t)
)
在 Adam基础上引入权重衰减

λ为权重衰减系数，其它同 Adam算法

Muon算法 !W(t) = ∇ηO(t) 用正交化后的梯度矩阵对参数
O(t) = Newton-Schulz(M(t)) 进行更新，仅适用于权重矩阵
M(t) = γM(t−1) +G(t)

G(t) = 1
B

⎨B
i=1−Li(W(t))

注：梯度以小批量样本估计，即 g(t) = 1
B

⎨B
i=1−Li(θ

(t))

与动量法类似，Muon算法 [39]首先为每个权重矩阵维护一个动量（或称 “速度”）矩阵M(t)，
其递推形式可表示为：

M(t) = γM(t−1) +G(t) (7.72)

G(t) =
1

B

B∑

i=1

−Li(W
(t)) (7.73)
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其中 γ ≥ [0, 1)为动量因子，G(t)表示在第 t次迭代步中，利用大小为B的小批量样本计算得到
的损失函数 L关于权重矩阵W(t)的平均梯度估计。然后，算法利用牛顿-舒尔茨迭代（Newton-
Schulz Iteration）[7, 31]将动量矩阵M(t)转换为其对应的正交矩阵（或接近正交）：

O(t) = Newton-Schulz(M(t)) (7.74)

值得注意的是，牛顿-舒尔茨迭代在实现矩阵正交化的过程中仅涉及矩阵乘法运算。相比于涉及
奇异值分解等运算的传统正交化方法，该迭代法更适合在现代 GPU硬件上进行并行计算，因此
在这些硬件上运行时具有较高的计算效率。最后，Muon 算法利用正交化后的矩阵对权重参数
W进行更新：

W(t+1) = W(t) +!W(t) = W(t) ∇ ηO(t) (7.75)

其中 η 为学习率，亦可根据实际需求替换为自适应学习率或应用衰减策略。由于 Muon算法中
包含矩阵的正交化过程，目前仅适用于二维权重矩阵的优化（例如全连接层或卷积层的权重）。
对于标量参数或一维向量参数（如偏置项或词向量），通常仍需配合 AdamW或随机梯度下降法
等主流优化算法进行联合训练。表7.1总结了上述代表性参数优化算法中参数更新量的计算方式
及其核心设计思想。

7.6.2 数据预处理

在介绍数据预处理方法之前，我们先讨论输入数据的分布如何影响损失函数的形态，以及
对参数优化过程的影响。为便于直观理解，我们以最简单的二元线性函数 f(x)为例进行说明：

f(x) = w1x1 + w2x2 + b (7.76)

其中 x1 和 x2 表示输入向量 x 在两个维度上的特征取值，w1 和 w2 是与之对应的权重参数，
而 b为偏置项。由于偏置项仅对输出值进行整体平移，并不影响损失函数在参数空间的形状与
特性。为了简化分析且不失一般性，我们在此将其设为零。给定包含 N 个样本的训练数据集
D = {(xi, yi)}Ni=1，并采用以下平方误差作为损失函数：

L(w) =
1

2N

N∑

i=1

(
yi ∇w→xi

⎧2
(7.77)

为了分析损失函数随参数调整的动态变化趋势，我们在当前参数w处对损失函数进行二阶泰勒
展开：

L(w +!w) = L(w) +−L(w)→!w +
1

2
!w→H!w + o (→!w→)2 (7.78)

其中 −L(w)为一阶梯度，H = −2L(w)为海森矩阵（即损失函数关于参数的二阶导数矩阵），
而 o (→!θ→)2 表示高阶无穷小项。该泰勒展开式提供了损失函数的二阶近似，刻画了当参数从
w沿方向!w移动时，损失函数的局部变化情况。一阶梯度描述了损失曲面的 “局部倾斜方向”，
其负梯度方向对应局部下降最快的方向；而海森矩阵H则描述了该损失曲面的 “曲率”，反映了
梯度的变化速率。
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考虑损失函数 L(w)在当前参数w处，以学习率 η沿负梯度方向!w = ∇η−L(w)更新后
的变化情况：

L(w +!w)∇ L(w) = ∇η→−L(w)→2︸ ︷︷ ︸
一阶项

+
1

2
η2−L(w)→H−L(w)
︸ ︷︷ ︸

二阶项

+o (→!w→)2 (7.79)

上式中的一阶项始终为负（或零），表示沿负梯度方向更新所带来的损失下降，这也是梯度下降
法有效的根本原因。二阶项则刻画了局部曲率对下降过程的修正，其影响取决于海森矩阵H的
性质。根据参数所处区域的几何特征，可分为以下三种典型情况：

若当前参数处于损失函数的非凸区域（如局部极大值附近或形似 “山峰”的区域），则海森
矩阵H为负定或半负定的，即H的所有特征值都小于或等于零（L(w)→H−L(w) ⇒ 0）。
在这种情况下，二阶项与一阶项同号（均为非正），曲率在一定程度上 “加速”了损失函数
的下降，使其下降幅度大于一阶近似的预期。
若当前参数处于损失函数的凸区域（如局部极小值附近），则海森矩阵H是正定或半正定
的，即所有特征值都大于或等于零（L(w)→H−L(w) ∥ 0）。此时若二阶项的数值超过了
一阶项，便会出现所谓的病态条件（Ill-conditioning）问题，即按负梯度方向调整参数无法
有效降低损失函数。在深度网络训练中，往往会观察到梯度范数并未显著减小，但二阶项
却因曲率变陡而剧增。为了防止因二阶项成为主导项而造成损失函数不降反升（即越过极
小值点导致发散），不得不减小学习率 η，但这会导致整体学习速度下降。
若当前参数位于鞍点附近，则海森矩阵H是不定的，既包含正特征值，也包含负特征值。
二阶项的正负取决于梯度向量 −L(w)与H的哪些特征向量方向的重合度更高。
由于损失函数关于参数的二阶导数的海森矩阵 H 是对称的，我们可以对其进行特征分解

（Eigendecomposition）或称谱分解（Spectral Decomposition）：

H = QΛQ→ (7.80)

其中 Q 为正交矩阵，其列向量为矩阵 H 的特征向量，而 Λ 为对角矩阵，其对角线元素为 H

的特征值。因为海森矩阵的特征值刻画了损失函数在各特征向量方向上的曲率。当最大特征值
λmax与最小特征值 λmin相差较大时，损失函数的曲面将呈现出如图7.18所示的两侧陡峭（曲率
较大）、中间狭长平坦（曲率较小）的 “峡谷”形状。这种极度不均匀的曲率分布会使基于梯度
下降的优化过程变得困难，主要体现在以下两个方面：

在曲率最大的方向上，海森矩阵的特征值 λmax 较大，此时二阶项主要由该特征值对应的
特征向量方向主导，因此损失函数的二阶泰勒展开公式7.79可近似改写为（忽略高阶无穷
小项）：

L(w +!w)∇ L(w) ⟩ ∇η→−L(w)→2 + 1

2
η2λmax→−L(w)→2 (7.81)

为了确保损失函数下降，即 L(w +!w)∇ L(w) < 0，必须满足：

η <
2

λmax
(7.82)

一旦学习率 η超过该阈值，二阶项（随 η2增长）将超过一阶项（随 η线性增长），从而导
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致损失函数不降反升，甚至发散。然而，在曲率较小的平坦方向上，较大的学习率则有助
于加快收敛。上述约束（公式7.82）使学习率必须取较小值，从而导致在平坦方向上（即
图7.18中损失函数等高线分布稀疏的方向）的收敛速度显著降低。
在狭长的谷底附近（尚未完全落入谷底而处于峡谷侧壁时），梯度往往主要由陡峭方向的
分量主导。若采用稍大的学习率进行更新，由于谷底区域较为狭窄，参数往往会从一侧峡
谷壁跨越谷底，直接冲到另一侧的峡谷壁上。而在另一侧，由于曲率同样较大，更新方向
再次发生反转，使得参数返回原侧。如此反复，导致参数在峡谷两侧来回振荡，呈现出典
“之”字形（Zigzagging）轨迹。这种振荡使得大量更新被消耗在横向摆动上，而非沿谷底
朝最优解方向推进，从而显著降低整体优化效率。在极端情况下，若曲率过于陡峭，多次
更新使得梯度范数或参数模长随迭代次数迅速增大，从而引发数值不稳定问题，甚至可能
发生浮点溢出，即所谓的 “数值爆炸”现象。

!! !"

ℒ(#)

两侧峭壁

狭长平坦

两侧
峭壁

"#$%

"#&'

图 7.18: 病态条件对梯度下降影响的示意图。当海森矩阵的最大特征值 λmax 与最小特征值 λmin
存在显著差异时，损失函数曲面呈现 “两侧陡峭、中间狭长且平坦”的峡谷形态。其中两侧峭壁
对应曲率较大的方向，而中间狭长平坦区域对应曲率的较小方向。从损失曲面下方的等高线图
中可以观察到：沿 λmax对应的特征向量方向的等高线分布密集，表明该方向上的微小参数变化
会引起损失函数的剧烈波动；反之，沿 λmin对应的特征向量方向的等高线分布稀疏，说明该方
向上的损失变化较为平缓。这种不平衡导致了优化的困境：为避免在陡峭方向上因步长过大而
产生发散，迫使学习率取较小的值，这使得在平坦方向上进展缓慢。如图中橙色折线路径所示，
梯度下降法在峡谷两壁间呈现出 “之”字形来回振荡，而沿谷底朝最优解方向的收敛较为缓慢。

从上述分析可以看出，梯度下降法的优化难度主要取决于损失函数在不同方向上的曲率是
否均衡。若某一方向的曲率显著大于其他方向，则损失函数曲面会呈现出如图7.18所示的 “峡谷”
结构。随着不同方向曲率差异的增大，峡谷中部将变得更加狭长，而两侧则更加陡峭。为了避免
训练过程中可能出现的发散或数值不稳定问题，学习率必须受到最陡方向的约束（即公式7.82）
而取较小值。这一限制会显著减缓平坦方向上的收敛速度，并使参数更新轨迹呈现出更加曲折

226



7.6 网络优化方法

的 “之”字形路径。我们已知，海森矩阵的特征值刻画了损失函数在各特征向量方向上的曲率大
小。从直观上看，海森矩阵最大特征值与最小特征值之比的绝对值衡量了损失曲面上最为极端
的曲率不平衡程度，从而反映了该损失函数优化问题的难易程度。

对于上述海森矩阵这类正规矩阵4（Normal Matrix），其条件数（Condition Number）可以表
示为最大特征值与最小特征值之比的绝对值：

κ(H) =

∣∣∣∣
λmax(H)

λmin(H)

∣∣∣∣ (7.83)

更通用的定义是：对于任意非奇异矩阵A（即矩阵可逆），其条件数 κ(A)定义为矩阵范数与其
逆矩阵范数的乘积：

κ(A) = →A→ · →A−1→ (7.84)

其中 →A→表示矩阵A的范数，而A−1是矩阵A的逆矩阵。若取常用的矩阵 -2范数（谱范数），
则矩阵A的条件数可以表示为最大奇异值与最小奇异值的比值：

κ(A) =
σmax(A)

σmin(A)
(7.85)

其中 σmax(A)和 σmin(A)分别是矩阵A的最大与最小奇异值。由于奇异值均为非负实数，因此
无需像公式7.83中基于特征值的定义那样引入绝对值。

从数值分析的角度来看，矩阵的条件数刻画了与该矩阵相关的计算问题对输入扰动的敏感
程度，即其数值稳定性。一般而言，条件数越大，表示输出对输入中微小误差的放大效应越强，
从而使问题的求解过程越不稳定。在第3.3节开篇的例子中，模型对拟合目标的微小扰动表现出
较高敏感性，从而导致参数求解过程出现数值不稳定，其根本原因在于模型所涉及矩阵Φ的条
件数过大（κ(Φ) = 2.0005/(4.999875← 10−5) ⟩ 4← 104）。

回到我们关于损失函数海森矩阵H的讨论，若该矩阵的条件数较大，则说明损失函数在不
同方向上的曲率差异显著，优化问题也就越 “病态”（Ill-conditioned）；反之，当条件数越接近 1

时，各方向曲率较为均衡，此时问题更接近 “良态”（Well-conditioned），梯度下降通常也更容易
稳定收敛。从几何上看，海森矩阵的条件数 κ(H)决定了损失函数等高线的形状：条件数越大，
等高线越趋于扁平且拉长，最终形成典型的 “峡谷”结构。将海森矩阵的特征分解H = QΛQ→

代入损失函数泰勒展开的二阶项，可得：

−L(w)→H−L(w) =
(
Q→−L(w)

⎧→
Λ
(
Q→−L(w)

⎧
= z→Λz =

∑

i

λiz
2
i (7.86)

其中 z = Q→−L(w) 是将梯度向量 −L(w) 投影至由海森矩阵特征向量构成的正交基空间中，
从而得到梯度在各特征方向上的分量 zi。随后，由对角矩阵 Λ根据对应的特征值 λi（即曲率）
对投影分量的平方 z2i 进行加权。若将梯度 −L(w)看作输入，则该二阶项的本质是梯度在不同
曲率方向上的分量被不同的特征值进行了非均匀的缩放。接下来，我们将延续本节开篇的示例，
具体讨论海森矩阵H及其条件数的计算过程，并探讨它们与输入数据分布之间的内在联系。

4在数学上，若复方阵 A满足 A∗A = AA∗（其中 A∗ 为 A的共轭转置），则称矩阵 A为正规矩阵。实对称矩阵是
正规矩阵的特例。
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海森矩阵H可以通过对损失函数关于参数 w求二阶导数来获得：

H =
1

N

N∑

i=1

xix
→
i (7.87)

接下来，我们可以证明：在对数据进行中心化处理后，该海森矩阵等价于输入数据 x的协方差
矩阵。在统计学中，样本协方差矩阵的定义为：

Σ =
1

N

N∑

i=1

(xi ∇ E(x))(xi ∇ E(x))→ (7.88)

若数据经过中心化处理，即样本均值为零（E(x) = 0），则上式中的协方差矩阵可进一步化简为：

Σ =
1

N

N∑

i=1

(xi ∇ 0)(xi ∇ 0)→ =
1

N

N∑

i=1

xix
→
i (7.89)

对比公式7.87和公式7.89可知，在上述条件下，损失函数的海森矩阵等于输入数据的协方差矩阵。
因此，海森矩阵的特征值也等于协方差矩阵的特征值。
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图 7.19: 数据白化对损失曲面形态的重塑作用。经过白化处理后，损失函数曲面由原来狭长的
“峡谷” 地貌被重塑为平滑均匀的 “碗状” 形态，这有助于提升优化过程的收敛速度与数值稳定
性。在右下方子图中，红色箭头表示局部负梯度方向，该方向更直接地指向损失函数的极小值，
因此可以采用相对较大的学习率以加快收敛。从几何角度来看，损失函数在参数空间中呈现的
“盆地”形态及其拉伸程度，本质上是输入数据在其特征空间中 “云朵”形状的镜像。
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输入数据协方差矩阵的特征值刻画了数据在各主成分方向上的方差大小。从几何联系上看，
输入数据协方差矩阵在各主成分方向上的特征值（即数据的方差）与损失函数在对应方向上的
曲率密切相关，即数据方差越大，损失函数在该方向上的曲率也越大。为了使海森矩阵的条件数
趋近于 1，从而将 “病态”优化问题转为 “良态”，可以对输入数据进行基于主成分分析（Principal
Component Analysis）的白化（Whitening）处理。白化过程通过对数据进行去相关并统一各主成
分方向上的方差，将原本尺度不均的特征空间转化为各向同性的空间。如图7.19所示，输入数
据经过白化处理后，损失函数曲面从原来的狭长的 “峡谷”地貌重塑为平滑均匀的 “碗状”形态。
这种数据预处理方法能够显著提升优化算法的收敛速度与数值稳定性。
基于主成分分析的白化，本质上是先去相关，再归一化方差。对于已中心化的数据 x（即

已减去均值），白化通过如下线性变换得到：

z = Wx (7.90)

其目标是使变换后数据的协方差矩阵为单位矩阵：

Σ =
1

N

N∑

i=1

(zi ∇ E[z]︸︷︷︸
= 0

)(zi ∇ E[z]︸︷︷︸
= 0

)→ =
1

N

N∑

i=1

ziz
→
i = I (7.91)

由于单位矩阵 I的对角线元素均为 1、非对角线元素均为 0，因此经过白化变换后的数据向量 z

在各个维度上相互不相关，且每一维的方差均被归一化为 1。从几何角度来看，这一过程将原始
数据分布由各向异性的形态重塑为各向同性的分布。
白化通常包括以下几个步骤。首先，对原始数据 x进行中心化处理：

ẋ = x∇ E[x] (7.92)

接着，计算中心化数据的协方差矩阵：

Σ = E[ẋẋ→] =
1

N

N∑

i=1

ẋiẋ
→
i (7.93)

随后，对协方差矩阵进行特征分解：
Σ = QΛQ→ (7.94)

在此基础上，根据特征分解结果构造白化变换矩阵：

W = Λ−1/2Q→ (7.95)

最后，对中心化后的数据进行线性变换，得到白化后的表示：

z = Wẋ = Λ−1/2Q→ẋ (7.96)

上述白化变换可以分解为以下两个步骤。首先，通过正交变换（旋转）：

ẋ′ = Q→ẋ (7.97)

将中心化数据 ẋ投影到以协方差矩阵特征向量为基的空间中。虽然此时各维度的相关性已消除，
但各维度的方差仍不统一（第 i维的方差为 λi）。然后，通过对各维度分量除以其标准差，实现
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方差的归一化，使所有维度的方差均变为 1：

zi =
ẋ′i̸
λi

(7.98)

其中 λi为对角矩阵 Λ中的第 i个对角元素。
我们可以证明，经过上述白化变换后的数据 z的协方差矩阵为单位矩阵：

Cov[z, z] = E
[
(z ∇ E[z])(z ∇ E[z])→

]

= E[zz→] （线性变换 z = Wẋ不会改变零均值性，即 E[z] = 0）

= E
[
(Wẋ)(Wẋ)→

]

= WE[ẋẋ→]W→ （期望的线性性质）

= WΣW→

= Λ−1/2Q→QΛQ→
(
Λ−1/2Q→

⎧→
（代入W = Λ−1/2Q→和 Σ = QΛQ→）

= Λ−1/2ΛΛ−1/2 （利用正交性Q→Q = I）

= I （Λ为对角阵）

虽然数据白化能显著改善损失函数曲面的形态，但由于其涉及协方差矩阵的计算与特征值
分解，在输入特征维度较高（如图像）的情况下，计算代价过于高昂。因此，实践中通常采用
标准化（Standardization），亦称 Z 值归一化（Z-score Normalization）来替代。标准化通过平移
和缩放将输入数据的每一维特征独立地调整为零均值和单位方差的分布。为了简化表达，以下
仅对第 j 维特征标准化进行描述：

x′ij =
xij ∇ µj

σj
(7.99)

µj =
1

N

N∑

i=1

xij (7.100)

σ2j =
1

N

N∑

i=1

(xij ∇ µj)
2 (7.101)

其中 x′ij 表示第 i个样本在第 j维特征标准化后的结果，N 为样本总数，µj 和 σj 分别为该特征
在训练数据上的均值与标准差。需要强调的是，不同于白化操作会消除特征间的相关性（即令
协方差矩阵非对角元素都为 0），标准化是对每一输入特征维度分别独立进行。标准化实际上是
忽略了特征间的相关性，仅通过平移和缩放操作使协方差矩阵对角线元素进行了归一化。由于
标准化未能消除特征间的相关性，模型参数之间仍然可能存在耦合关系。这意味着损失函数的
等高线虽在尺度上得到了修正，但其主轴方向并未与坐标轴对齐。因此，局部负梯度方向往往
不会像白化后那样直指极小值中心，而是会受特征相关性的影响产生偏转，导致优化轨迹呈现
一定程度的 “之”字形振荡。这也是标准化不如白化 “理想”的一个重要原因。对同一原始数据
进行标准化与白化后的对比如图7.20所示。

数据预处理（如标准化与白化）本质上相当于在参数学习之前对损失函数海森矩阵的条件
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0 0 0

00 0(a) (b) (c)

图 7.20: 数据标准化与白化后的对比。(a)原始数据分布。(b)标准化后的数据分布：各特征维度
被平移至零均值并缩放至单位方差，但是特征之间的相关性仍然存在。(c) 白化后的数据分布：
在标准化基础上进一步去除特征之间相关性，使数据呈现各向同性的球形分布。

数进行 “预设”（Preconditioning），即通过调整输入数据的分布，让海森矩阵的条件数尽可能趋近
于 1，使参数空间中的损失函数曲面从狭长的 “峡谷”重塑为更加规整的 “圆碗”，从而消除不同
特征尺度对梯度下降的干扰。事实上，部分参数优化算法也是为了缓解损失函数在不同特征方
向上曲率差异过大的问题。例如，动量法通过累积历史梯度，利用动量效应抵消高曲率（陡峭）
方向的振荡，并加速低曲率（平缓）方向的推进；自适应学习率算法（如 AdaGrad和 RMSprop）
则通过为每个参数单独设置学习率，在曲率较大的方向缩小步长，同时在曲率较小的方向增加
步长；Muon则直接采用梯度矩阵的正交矩阵对权重参数进行更新。这些方法虽各有侧重，但目
标相同：即利用近似的二阶曲率信息，使模型在病态曲面上依然能够实现高效和稳定的收敛。

对于回归任务，通常也会对目标输出进行标准化处理（并在推理阶段再进行反标准化，即
乘以标准差后加上均值），其主要作用是统一损失函数的数值尺度以及相应梯度的量级。特别是
在多维输出的情况下，如果不同维度的量纲差异较大，那么未标准化前，大尺度的输出维度会
在损失函数中占据主导地位。这在优化上等价于使某些方向的曲率显著增大，从而导致或加剧
问题的病态性。需要注意的是，在进行数据中心化和标准化之前，通常应先对异常值（Outliers）
进行适当处理（如剔除或截断）。这是因为异常值会显著影响均值和方差的估计，从而扭曲预处
理后的数据分布，进而削弱标准化等预处理方法的效果。

7.6.3 归一化方法

上一节我们讨论了因输入数据协方差矩阵的特征值差异过大，导致损失函数在相应特征方
向上的曲率失衡，进而引发海森矩阵条件数过大的病态优化问题。事实上，这一问题同样存在
于深度神经网络的每一层之中。由于神经网络的前层输出即为后层的输入，若前层输出分布的
协方差矩阵表现出显著的特征值差异，则必然会导致后层权重参数在优化过程中陷入病态问题。
然而，由于前层的输出分布会随着其参数的更新而不断发生偏移，即所谓的 “内部协变量偏移”
（Internal Covariate Shift），我们无法像处理原始输入数据那样，通过一次性的预处理来完成数据
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标准化或白化。因此，针对神经网络内部的 “数据预处理”必须动态进行。
在具体实现上，我们首先排除白化处理。这是因为白化需要对协方差矩阵进行估计与分解，

计算复杂度过高，不适合在大规模训练过程中频繁使用。相较之下，通常采用计算代价较小的
标准化方法，并且以基于小批量数据的方式进行，即批量归一化（Batch Normalization）[35]。该
方法的核心想法是利用当前训练的小批量样本来近似估计标准化所需的均值和方差。具体而言，
在深度神经网络某一层计算得到一小批样本的输出后，按如下方式计算该批次样本在第 j 维上
的均值 µj 与方差 σ2j：

µj =
1

B

B∑

i=1

xij (7.102)

σ2j =
1

B

B∑

i=1

(xij ∇ µj)
2 (7.103)

其中 B表示小批量的大小，xij 为当前批次中第 i个样本在第 j维特征上的激活值。得到批次统
计量后，我们通过下式对该特征进行标准化处理：

x̂ij =
xij ∇ µj√
σ2j + ε

(7.104)

其中 ε为一个极小的正数（如 10−5），用于防止分母为零并提高数值计算的稳定性。经过上述变
换后，该层输出在当前小批量内的每一维特征均被标准化为近似零均值、单位方差的分布。

从直觉上看，批量归一化应该作用于两层神经网络之间，即在每一层完成如下线性变换与
非线性变换之后引入：

z = Wx+ b （线性变换） (7.105)

h = g(z) （非线性变换） (7.106)

其中 x表示当前层的输入，W为该层的权重矩阵，b为偏置向量，z 为该层的净输入，而 g(·)
表示所采用的非线性激活函数，最终得到的 h为该层的输出（或称激活值）。实际上，文献 [35]
建议将批量归一化置于线性变换之后、非线性变换之前，即作用于净输入 z 而非输出值 h。其
原因是标准化对接近于高斯分布（或正态分布）的数据最为有效，因为它主要改变高斯分布的
均值（调整为 0）与方差（调整为 1）。在线性变换 z = Wx+ b之后，各维特征可以看作多个
输入分量的加权和。根据中心极限定理，多个独立随机变量的加权和往往趋向于高斯分布。若
将批量归一化作用于非线性变换之后，其输出分布通常会显著地偏离高斯分布。以 ReLU激活
函数为例，它会将所有负值映射为零，导致分布在原点处产生 “截断”。此时再计算均值和方差
来进行标准化，不仅让 “截断”后的均值与方差失去明确的统计意义，还会将原本经 ReLU函数
变换后得到的零值重新变为非零值，从而干扰模型对特征的非线性表达。
然而，将批量归一化置于线性变换与非线性变换之间也会引入新的问题。由于上述归一化

操作会将净输入各维度调整为零均值、单位方差的分布（在近似高斯分布的假设下，大多数取
值集中在 [∇3, 3] 区间内，即约 99.73% 的概率落在正负三个标准差范围内），这会显著影响压
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缩型非线性函数的作用。以 Sigmoid激活函数为例，这一区间恰好对应其近似线性的中心区域。
如果网络各层的输入均被压缩到这一范围内，则激活函数的非线性作用会被削弱，可能使多层
网络的组合退化为近似的单层线性映射，从而让网络丧失非线性表达能力。为了解决这一问题，
批量归一化在标准化之后，为每一维特征引入两个可学习参数：缩放参数 αj 与偏移参数 βj，并
对标准化后的净输入进行如下仿射变换：

z′j = αj ẑj + βj (7.107)

其中 z′j是第 j维仿射变换后的值。这一仿射变换仍然赋予了模型 “恒等映射”的能力。当 βj = µj

且 αj =
√
σ2j + ε时，有 z′j = zj，即可以还原未经归一化的净输入。因此，批量归一化在提升

优化效率的同时，并不会在表达能力上对模型施加额外限制。
综上所述，批量归一化主要包括以下三个步骤：首先，计算每一维特征在当前小批量上的

均值与方差；其次，利用这些统计量对输入进行标准化；最后，对标准化后的结果进行缩放与
平移变换。需要强调的是，缩放参数与偏移参数是可学习的。在模型训练过程中，批量归一化
可以被视作一个独立的网络层，其缩放参数 α与偏移参数 β可以与其他网络参数一起，通过梯
度下降方法进行联合优化。这使得该批量归一化层不仅能够对各层的输入分布进行规范化，还
能够根据输入样本及其他参数的变化，自适应地调整输出的尺度与偏移，从而提升模型特征表
达的灵活性。此外，由于不同小批量所估计的均值与方差因存在随机波动而略有差异，这种由
批量统计带来的噪声在一定程度上相当于一种正则化，有助于缓解模型的过拟合。

样本 1

样本 2

样本#

. . .ℎ!! ℎ!" ℎ!#

. . .ℎ"! ℎ"" ℎ"#

. . .ℎ$! ℎ$" ℎ$#

... ... ... ...

#个样本
在同⼀
隐层的
净输⼊

批量归⼀化
Batch Normalization
层内归⼀化
Layer Normalization

计算均值与⽅差⽅向：

图 7.21: 批量归一化与层内归一化在统计量计算方向上的对比示意图。图中以同一隐层（包含
M 个神经元）中的 B 个样本为例，其中 hij 表示第 i个样本在该层第 j 个神经元上的净输入。
批量归一化沿蓝色直线所示方向，在样本维度上计算归一化所需的均值与方差；而层内归一化
则沿绿色线条所示方向，在单个样本内部的特征维度上计算相应的统计量。

上述批量归一化是在样本维度上进行的，更准确地说，是在小批量内对每一维特征分别进
行归一化处理。这通常要求输入样本的特征维度是一致的，即不同样本同一维度的特征能够对
齐。因此，批量归一化比较适合图像等可以通过缩放或裁剪等手段统一输入尺寸的情况。然而，
对于序列数据，样本长度往往是不一致的。即使在组装小批量时选取长度相近的样本，批次内
仍不可避免地存在长度差异。此时，若采用零值填充等来强行对齐特征维度以计算均值与方差，
填充值将显著干扰这些统计量的估计，导致均值与方差在不同批次之间剧烈波动，从而损害训
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练的稳定性。为使归一化机制也能够有效应用于序列建模等场景，研究者提出了层内归一化或
层归一化（Layer Normalization）[3]。与批量归一化不同，层内归一化不再跨多个样本来计算统
计量，而是在单个样本内部，对同一层的所有神经元进行归一化。在处理序列任务的循环神经
网络中，这意味着在每一个时间步，层内归一化都会独立地对该时刻同一隐藏层的神经元进行
归一化，从而避免序列长度差异对归一化过程的影响。具体而言，层内归一化针对同一层内所
有神经元的净输入计算均值与方差：

µl =
1

M

M∑

i=1

ai,l (7.108)

σ2l =
1

M

M∑

i=1

(ai,l ∇ µl)
2 (7.109)

其中 ai,l表示第 l层第 i个神经元的净输入，M 为该层神经元的总数，µl和 σ2l 分别为在该层内
计算得到的均值与方差。与批量归一化类似，层内归一化同样引入了可学习的缩放参数 αl与偏
移参数 βl，用于对标准化后的净输入进行仿射变换：

âi,l =
ai,l ∇ µl√
σ2l + ε

（标准化） (7.110)

a′i,l = αlâi,l + βl （仿射变换） (7.111)

其中 ε为一个极小的正数。这一仿射变换旨在恢复模型在标准化过程中可能损失的表征能力，并
确保随后的非线性激活函数能够有效发挥作用。批量归一化与层内归一化所需统计量（即均值
与方差）在计算方向上的对比示意如图7.21所示。

7.6.4 参数初始化

参数初始化是指在神经网络训练开始之前，为权重和偏置赋予合适的初始值，从而为后续
优化提供良好的起点，以提升训练的稳定性并加速收敛。通常最佳的参数初始化方法是预训练，
但预训练本身也依赖于合理的初始化。在许多实际应用中，往往也需要从头开始训练网络模型，
因此参数初始化仍然是一个基础且关键的问题。参数初始化通常需要着重考虑以下两个方面：

打破参数的对称性。若将同一层内的所有权重初始化为相同的值，则在反向传播过程中，
这些参数将接收到完全相同的梯度信号。这意味着无论训练如何进行，这些参数始终执行
相同的更新，从而使对应神经元学习到相同的特征表示，模型退化为仅能提取单一模式，
从而失去了表达和组合复杂模式的能力。打破对称性最简单的方法是随机初始化，这赋予
每个神经元独特的 “起点”，使其能够学习到多样化的模式。
信息传递的稳定性。在深层神经网络中，信号（前向传播的激活值与反向传播的梯度）需
要通过多次矩阵运算，经过数十甚至上百层的传播。初始化应确保信号在传播过程中既能
保持足够的强度以避免梯度消失，又不至于过强而引发数值溢出或梯度爆炸。因此，参数
初始化需要使得信号在多层前向与反向传播过程中，其方差保持在相对稳定的范围内（即
满足所谓的方差齐性条件），以保证训练过程的有效性与数值稳定性。
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为了同时实现上述两个目标，最常用的方法是预先设定某种合适的概率分布，并从中进行
随机采样以完成参数的初始化。接下来，我们先来讨论权重参数应服从何种分布才能满足方差
齐性条件。所谓方差齐性，是指在神经网络逐层的信息传递过程中，相邻两层神经元激活值的
方差保持一致，即输入与输出的激活值方差尽可能相等。若这一条件不满足，可以假设每一层
输出激活值方差与输入激活值方差之比为 r，即每经过一层后方差被放大或缩小的比例。则经
过 L层传播之后，激活值的方差将变为原来的 rL倍。当 r > 1时，该值随层数呈指数增长；当
r < 1时，则呈指数衰减，由此会导致信号在深层网络中逐层放大或衰减，从而引发数值爆炸或
梯度消失等问题。为简化分析，我们暂不考虑非线性激活函数的影响（即假设激活函数为恒等
映射），并忽略偏置项。此时，某一层神经网络的输入 x与输出 z之间的线性关系可表示为：

zj =
Min∑

i=1

wjixi (7.112)

其中 xi 表示该层第 i个输入神经元的激活值，zj 表示第 j 个输出神经元的激活值，wji 是连接
输入神经元 i与输出神经元 j的权重，而Min表示输入神经元的总数（即该层的扇入数）。下面
我们推导该层第 j 个输出神经元激活 zj 的方差：

Var[zj ] = Var
[
Min∑

i=1

wjixi

]

=
Min∑

i=1

Var[wji] · Var[xi] （假设 wji与 xi相互独立，且 E[wji] = 0及 E[xi] = 0）

= Min · Var[wji] · Var[xi]（同层权重独立同分布）

根据上述推导结果，若要求输出激活值的方差 Var[zj ]与输入激活值的方差 Var[xi]保持一致（即
方差比率为 1），则权重方差必须满足：

Var[zj ]
Var[xi]

= Min · Var[wji] = 1 ∞ Var[wji] =
1

Min
(7.113)

在反向传播过程中，损失函数 L关于输入神经元的梯度 ∂L
∂xi
取决于其关于输出神经元的梯

度 ∂L
∂zj
。根据链式法则，其关系如下：

φL
φxi

=
Mout∑

j=1

wji ·
φL
φzj

(7.114)

其中Mout表示当前层的输出神经元总数（即该层的扇出数）。我们计算梯度的方差：

Var
[
φL
φxi

]
= Var

⎡

⎤
Mout∑

j=1

wji ·
φL
φzj

⎦

⎥

=
Mout∑

j=1

Var
[
wji ·

φL
φzj

]
（假设权重 wji与梯度相互独立，且梯度的均值为 0）

= Mout · Var[wji] · Var
[
φL
φzj

]
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同理，若要求梯度方差在反向传播过程中保持尺度不变，则需要满足：

Var
[
∂L
∂xi

]

Var
[
∂L
∂zj

] = Mout · Var[wji] = 1 ∞ Var[wji] =
1

Mout
(7.115)

在实际网络结构中，每一层的输入神经元数量Min与输出神经元数量Mout通常并不相等。为了
同时兼顾前向和反向传播的数值稳定性，文献 [25]建议取Min 和Mout 算术平均值的倒数作为
权重的方差：

Var[wji] =
2

Min +Mout
(7.116)

由于均匀分布易于采样，并且能使权重的初始值在给定区间内分布得均匀且分散（直观上
降低多个权重取相同或相近数值的可能性），因此常被用作初始化的基础分布。假设权重的初始
值服从均匀分布 U(x|∇ a, a)，并要求该分布的方差满足公式7.116所给出的条件。根据均匀分布
的方差公式 Var[x] = a2

3 ，我们可以得到边界参数 a的取值为：

a2

3
=

2

Min +Mout
∞ a =

√
6

Min +Mout
(7.117)

综上所述，将权重 wji初始化为如下均匀分布：

U
(
∇
√

6

Min +Mout
,

√
6

Min +Mout

)
(7.118)

即为广泛应用的 Xavier初始化（亦称 Glorot初始化）。
我们接下来考虑非线性激活函数对梯度传播的影响。不同的激活函数在反向传播时，会对

梯度产生不同程度的缩放。若采用 Tanh激活函数，其导数取值范围为 (0, 1]（详见公式7.37）；而
若采用 Sigmoid激活函数，其导数取值范围为 (0, 0.25]（见公式7.38）。为了抵消激活函数导数
小于 1可能导致的梯度逐层衰减，通常需要在初始化时对权重的方差引入一个缩放因子 τ2进行
补偿，而这等价于将初始化均匀分布的边界参数 a乘上相应的补偿因子 τ。由于 Sigmoid函数
最大导数仅为 Tanh函数最大导数的 1

4，为了在反向传播中保持相同的梯度尺度，Sigmoid对应
的补偿因子 τ 通常设定为 Tanh的 4倍。

如果采用 ReLU激活函数，它会将小于零的输入截断为零。在激活值服从对称分布（以零
为均值）的假设下，约有一半的神经元输出为 0。这一截断操作会使激活值的方差相较于以恒等
映射作为激活函数时的情形缩小了约一半。基于上述分析，文献 [30]建议将权重的方差设定为：

Var[wji] =
2

Min
(7.119)

将上式与公式7.115对比可以看出，其分子仍然为 2，但分母仅依赖于该层的输入神经元数量Min，
这反映了由于 ReLU的截断效应，使有效参与传播的神经元数量减少，从而需要相应增大权重
方差以维持信号强度。通常某一层的输入神经元数量Min与输出神经元数量Mout并不相等。上
述公式侧重于维持前向传播的信号强度（即基于该层的扇入数）；类似地，若侧重于保证梯度反
向传播的稳定性，也可将权重方差设为 2

Mout
（即基于该层的扇出数）。由于Min 和Mout 在量级

上通常较为接近，一般默认采用 2
Min
作为权重初始化的方差。若权重采用均匀分布进行初始化，
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则相应的分布形式调整为：

U
(
∇
√

6

Min
,

√
6

Min

)
(7.120)

这种针对 ReLU激活函数而改进的权重初始化方法被称为 He初始化（亦称 Kaiming初始化）。
上述 Xavier和 He初始化均是对权重矩阵中的各个元素进行独立随机采样。尽管这类方法

在统计意义上能够维持信号方差的稳定性，但并不能保证输入向量经过权重矩阵线性变换后，
其范数保持不变。从理论上看，保持信号范数不变是缓解梯度爆炸与消失问题的重要条件之一。
为此，文献 [61]提出将权重矩阵初始化为正交矩阵，即满足WW→ = I（或W→W = I）。我
们将在后续分析中可以证明，采用正交矩阵对权重进行初始化，在理想条件下能够在前向传播
与反向传播过程中保持激活值与梯度的范数不变。需要注意的是，严格意义上的正交矩阵要求
为方阵，因此该方法仅适用于输入与输出神经元数量相等的情形。尽管存在这一限制，正交初
始化在循环神经网络中尤为有效。这是因为循环连接或结构要求各时间步的隐藏状态维度一致，
从而天然满足方阵条件。由于正交矩阵的所有特征值模长均为 1，其谱范数也为 1。在跨时间步
传播梯度的过程中，该性质能够避免梯度发生指数级放大或衰减，从而有效改善长序列训练中
的梯度稳定性问题。
我们首先证明，正交权重矩阵W在前向传播过程中能够保持输入向量 x的 -2范数不变：

→Wx→2 = (Wx)→(Wx) = x→W→Wx = x→Ix = x→x = →x→2

由此可见，经过正交矩阵线性变换后，向量的 -2 范数与输入向量 x相同。对于反向传播过程，
设该层的输出为 z = Wx，我们同样可以证明梯度的 -2范数保持不变：
⎜⎜⎜⎜
φL
φx

⎜⎜⎜⎜
2

=

⎜⎜⎜⎜W
→ · φL

φz

⎜⎜⎜⎜
2

=

(
W→ · φL

φz

)→(
W→ · φL

φz

)
=

(
φL
φz

)→
WW→

(
φL
φz

)
=

⎜⎜⎜⎜
φL
φz

⎜⎜⎜⎜
2

直观上，正交矩阵的作用等同于在空间中进行 “旋转”或 “旋转加镜像（反射）”。它仅改变向量
的方向，而不产生拉伸或压缩效应，因此在前向和反向传播过程中均不会改变向量的范数。在
神经网络中，两次线性变换之间通常会引入非线性激活函数。非线性变换会在一定程度上改变
向量的范数。当权重矩阵采用正交初始化时，通常需要为正交矩阵乘以一个缩放系数 τ，以补偿
非线性变换引起的范数衰减。以 ReLU激活函数为例，其在 0附近的平均梯度可以近似为 0.5。
为了保持范数不变，缩放系数 τ 需满足以下条件：

0.5τ2 = 1 ∞ τ =
̸
2

正交初始化的具体实现通常可以分为三个步骤：首先，从均值为 0、方差为 1的标准高斯分布中
随机采样，生成一个初始矩阵；然后，对该矩阵进行奇异值分解，得到两个正交矩阵，并选取
其中一个正交矩阵；最后，将选取的正交矩阵乘以适当的缩放系数 τ，以完成最终的权重矩阵
的参数初始化。权重矩阵的常见初始化方法总结如表7.2所示。

相比权重矩阵，偏置项的初始化通常较为简单，因为偏置不直接参与矩阵乘法的累积效应，
并对信号尺度的影响相对较小。实践中，常将偏置初始化为 0。在使用 ReLU作为激活函数时，
有时也会将偏置初始化为一个较小的正数（如 0.01），以增加训练初期神经元 “活跃”（被激活）
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的概率，从而降低出现 “死亡神经元”（Dead Neurons）的风险。此外，在长短期记忆网络（LSTM）
的遗忘门中，通常将偏置初始化为 1，以在训练初期倾向于倾向于 “记忆”而非 “遗忘”。

表 7.2: 代表性权重初始化方法总结

初始化方法 分布 方差 核心思想

Xavier（Glorot）初始化 U
(
∇τ
√

6
Min+Mout

, τ
√

6
Min+Mout

⎧
2τ2

Min+Mout
维持前后向传播的方差齐性

He（Kaiming）初始化 U
(
∇
√

6
Min

,
√

6
Min

⎧
2

Min
补偿 ReLU引起的方差减半

正交初始化 WW" = I或W"W = I 保持线性变换前后向量范数

7.6.5 正则化方法

神经网络训练的核心目标是降低模型在真实数据分布上的期望损失，这一指标在统计学习
理论中被称为风险（Risk）或期望泛化误差（Expected Generalization Error）。需要强调的是，理
论上的风险是基于未知的真实分布计算的。然而在实践中，我们通常无法获得真实分布 p(x, y)，
只能获取包含有限 N 个样本的训练数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1。因此，学习过程转化为最小化基
于训练数据集（即模型 “经历”或遇到过的）定义的经验风险（Empirical Risk）：

Ex,y∼ p̂(x,y) [L(f(x;θ), y)] =
1

N

N∑

i=1

L(f(xi;θ), yi) (7.121)

其中 p̂(x, y)表示由训练数据集所定义的经验分布（Empirical Distribution），它通常与真实数据
分布 p(x, y)存在差异，θ表示神经网络的可学习参数集合，而 L(f(x;θ), y)则是衡量模型预测
f(x;θ)与真实观测值 y之间差异的损失函数。这种通过最小化训练样本平均损失来训练模型的
方法被称为经验风险最小化（Empirical Risk Minimization）。由于经验分布与真实分布之间存在
偏差，过度追求经验风险最小化往往会导致模型陷入过拟合（Overfitting），即模型在训练集上
表现优异，但在未见过的测试样本上性能大幅下降。为此，通常需要在最小化经验风险的基础
上辅以相应的正则化（Regularization）方法，以限制模型复杂度并提高模型的泛化能力。

由于神经网络的每个神经元可视为一个广义线性模型，因此，在线性模型中常用的 -1或 -2

等正则化方法，也可以自然地推广至神经网络的权重参数中。以 -2为例，引入该正则化项后的
目标函数（Objective Function）或代价函数（Cost Function）可表示为：

J (θ) =
1

N

N∑

i=1

L(f(xi;θ), yi) +
λ

2
→θ→2 (7.122)

其中 λ > 0为正则化系数，用于控制经验风险与模型复杂度之间的权衡。对代价函数关于参数
θ求梯度，可得：

−J (θ) = −L(θ) + λθ (7.123)

其中−L(θ)表示经验风险关于参数的梯度。若采用随机梯度下降（SGD）算法，则参数的更新
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公式为：

θ(t+1) = θ(t) ∇ η−J(θ(t))

= θ(t) ∇ η
(
−L(θ(t)) + λθ(t)

⎧

= (1∇ ηλ)θ(t)︸ ︷︷ ︸
权重衰减

∇η−L(θ(t))

其中 η > 0为学习率。以上更新公式中的第一项 (1∇ηλ)θ(t)表明，在每一次参数更新中，参数不
仅沿着梯度方向进行调整，还会额外乘以一个小于 1的缩放因子 (1∇ηλ)，从而使参数整体向零
点方向收缩。这种在每一步迭代中对参数施加 “比例性衰减”的机制，被称为权重衰减（Weight
Decay）。值得注意的是，通常不会对偏置施加与权重相同的衰减或 -2 正则。其主要原因在于，
偏置仅对输出进行整体平移，并不涉及输入特征与输出之间复杂的交互关系，因此它并不影响
模型的复杂度（尤其是模型预测的方差）。此外，偏置一般作用是对特征的均值进行校准，对其
施加衰减，反而降低了模型校准及表达能力，从而导致欠拟合。

上述讨论表明，在使用标准的随机梯度下降（SGD）算法时，在代价函数中加入 -2正则项
与直接对参数施加权重衰减是等价的。然而，当采用Adam这种自适应学习率的优化算法时，这
种等价性将不在成立。回顾 Adam算法，其参数更新量 !θ(t)的计算公式为：

!θ(t) = ∇ η⎟
Ĝ(t) + ε

⟨ M̂(t) (7.124)

其中 M̂(t)和 Ĝ(t)分别为修正后的梯度一阶矩和二阶矩的无偏估计。若仍然直接在代价函数中引
入 -2 正则，则该正则项产生的梯度分量 λθ(t) 会在计算参数更新量 !θ(t) 时被纳入一阶矩 M̂(t)

的计算中，并最终在更新时被二阶矩的平方根
⎟

Ĝ(t)所除。这会导致正则化强度在不同参数上
表现出不一致性：对于二阶矩较大的参数，正则化约束会被削弱；而对于二阶矩较小的参数，则
正则化强度反而会被放大。此外，二阶矩用于衡量参数在优化过程中被更新的 “频率”或 “强度”。
若对 Adam算法不做相应调整，会造成参数更新的频率越高（更新强度越大），反而不受正则化
项的约束，而参数更新的频率越低（更新强度越小）则会受到更强的正则化作用，这显然是不
合理的。因此，文献 [45]提出在使用 Adam优化算法时，不应将正则项合并至代价函数中计算
梯度，而应将正则化与梯度更新分离，并直接对权重参数进行衰减。这种改进后的算法被称为
AdamW（Adam with Decoupled Weight Decay），其具体步骤是：参数首先按照 Adam算法进行
梯度更新，随后再独立执行一次权重衰减操作：

θ(t+1) = θ(t) ∇ ηλθ(t) (7.125)

综上所述，AdamW算法的核心思想在于将 “梯度更新”与 “参数衰减”解耦：梯度的更新方向由
Adam 优化算法决定，而参数向零点收缩的强度则由权重衰减负责。这种解耦机制确保了正则
化强度不再受自适应学习率的干扰，从而恢复了正则化在优化过程中的预期行为和作用。

在基于梯度的优化过程中，可能会出现梯度骤增甚至爆炸的情况，导致参数获得异常大的
更新量，进而使优化轨迹偏离正常的路径。为了提升优化过程的稳定性，通常会采用梯度截断
（Gradient Clipping）策略，对梯度的数值范围或梯度向量的模长进行限制。梯度截断通过限制单
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步参数更新的幅度，间接约束了模型在参数空间中的搜索范围，从而在一定程度上起到了防止
过拟合并提高模型泛化能力的作用。因此，梯度截断也被视为一种广义的正则化方法。

梯度截断主要分为按值截断与按模截断两种方式：
按值截断：对梯度向量中的每个分量分别进行限制。通常需预设一个闭区间 [a, b]，若梯度
的某一分量小于 a，则将其强制设为 a；若大于 b，则设为 b；若落在区间 [a, b]内，则保持
不变。这种操作实际上是将梯度分量限制在特定的上下界内。
按模截断：对整个梯度向量的范数进行约束。通常设定一个最大范数阈值 c，若当前梯度
向量的 -2范数 →g→超过了该阈值，则将梯度按比例缩放为：

g∈ c

→g→g (7.126)

这种方式的优势在于，它能够将梯度的范数限制为 c，同时保持梯度的更新方向不变。
随机失活（Dropout）是一种计算代价较低但非常有效的正则化方法，用于缓解神经网络的

过拟合问题。如图7.22所示，在训练过程中，随机失活会以一定概率将非输出层神经元的输出置
零（即 “失活”），从而在每一次迭代中相当于从完整网络中随机采样出一个子网进行训练；而在
推理阶段，则恢复使用完整的网络。这种机制使得推理结果可被视为多个子网预测结果的近似
集成。因此，采用随机失活训练的网络本质上可以看作是一个由大量共享参数的子网络构成的
集成模型。集成学习通常能在保持模型偏差基本不变的同时显著降低预测方差，因而随机失活
方法能够有效地提升神经网络模型的泛化性能。
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图 7.22: 随机失活（Dropout）方法本质上可以理解为在训练一个由大量子网组成的集成模型
（Ensemble），这些子网通过以一定概率从完整网络中随机移除非输出单元而得到。以一个包含
两个输入神经元、两个隐藏神经元和一个输出神经元所构成的基础网络为例，其四个非输出层
神经元理论上共可衍生出 24 = 16种可能的子网，图中仅展示了其中 8种典型的子网。

在使用随机失活训练时，需预设一个固定的失活概率 p（常取 p = 0.5），并利用伯努利分布
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来决定非输出层神经元的存活状态。假设某神经元的原始输出为 z，则在训练阶段，该神经元
输出的期望为：

(1∇ p) · z + p · 0 = (1∇ p) · z (7.127)

而在推理阶段，由于不再启用随机失活机制，神经元的输出为确定值 z（即恢复为原始值）。这
会导致训练与推理阶段在输出尺度上的不一致。一种直接的修正方法是在推理阶段将所有非输
出层神经元的输出乘以 (1∇ p)，以匹配训练阶段的期望输出。然而，为了避免在推理阶段引入
额外的计算开销，实践中常采用逆随机失活（Inverted Dropout）策略，即在训练阶段将未失活
神经元的输出除以 (1∇ p)（即进行缩放补偿）；在推理阶段，无需进行任何额外处理，直接运行
完整的神经网络即可保持输出期望的一致性。

神经网络训练时，通常会预设一个最大的迭代次数（或训练轮数）。当达到最大迭代次数时，
训练过程将会自动终止。若在达到最大迭代次数之前提前终止训练，则称为早停（Early Stop）。
早停是防止模型过拟合的重要手段之一。早停最常用且有效的方法是在训练集之外额外划分出
一个验证集（Validation Set），并在训练过程中持续监控模型在验证集上的性能指标（如准确率）
或验证损失。当验证集性能指标不再提升或验证损失不再下降时，便提前终止训练。需要注意
的是，在神经网络训练过程中，验证集性能通常会存在一定的波动。有时模型可能在连续若干
个训练步骤中验证集性能不再提升，但随后又继续改善。因此，在判断模型是否真正停止提升
之前，通常需要观察多个训练步骤，而不能仅依据单次性能变化做出停止的判断。实践中，通常
会设置一个 “耐心值”（Patience），即允许验证集性能在连续若干个训练步骤内暂时不提升，以
避免由于局部波动而导致的过早停止。此外，由于验证集规模较小或训练数据噪声较大等原因，
验证集性能指标或验证损失有时会出现较明显的随机波动。为了更稳定地观察验证集性能的变
化趋势，常常会采用滑动平均或指数滑动平均等方法，对多个训练步骤上的验证集性能指标或
验证损失进行平滑处理，从而更稳健地判断模型性能的整体变化趋势。在使用早停策略的过程
中，通常还会配套使用检查点（Checkpoint）机制，即在训练过程中始终保存验证集性能最优的
一组模型参数。如此，即使后续训练过程中模型性能下降，或者训练过程意外终止，也能够恢
复到验证集性能最佳时的模型参数。

在其他因素保持不变的前提下，神经网络的性能通常随高质量训练样本数量的增加而提升。
在训练数据有限的情况下，数据增强（Data Augmentation）是提高模型鲁棒性与泛化能力的重
要方法之一。数据增强是指在不破坏样本语义（即不改变输入样本与其对应输出或标签之间的
映射关系）的前提下，通过对原始训练样本进行扰动、变换或加噪，从而扩充训练数据规模的
方法。以图像识别为例，常用的数据增强方法包括几何变换（如旋转、翻转、缩放、平移）以及
像素级扰动（如加噪、调整对比度等）。这些变换和扰动实质上是向模型引入了关于任务的不变
性先验（例如翻转图像是为了让模型学习 “翻转不变性”），从而使模型能够学习到对各种变换
和扰动更鲁棒的特征表示。

在分类任务中，通常使用独热编码（One-hot Encoding）来表示类别标签，并且结合交叉熵
（Cross-entropy）损失函数进行训练。独热编码要求模型对正确类别的预测概率接近于 1，而对
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其他类别趋近于 0。这要求网络最末的线性层输出（即 Softmax前的 Logits）中，正确类别的值
相对于其他类别趋向于正无穷大。这种过于 “极端” 的优化目标容易导致模型产生过度 “自信”
（Overconfidence），即让模型倾向于输出过于尖锐的概率分布，从而降低模型的泛化能力。此外，
由于大规模数据集中不可避免地存在标注噪声，强制让模型预测 “非 1 即 0” 的硬标签（Hard
Labels），模型会过度拟合这些错误标签，从而放大噪声样本对训练过程的负面影响。为了缓解
上述问题，标签平滑（Label Smoothing）通过对独热编码标签引入少量 “平滑噪声”，使模型在
预测时留有 “余地”，从而提升模型的鲁棒性与泛化能力。具体而言，原始独热编码的硬标签：

ti =





1 若样本属于第 i类

0 否则
(7.128)

修改为如下形式的软标签（Soft Labels）：

ti =





1∇ ε 若样本属于第 i类
ε

K ∇ 1
否则

(7.129)

其中 ε ≥ (0, 1)为一个较小的平滑系数，而 K 则为类别总数。通过这种方式，标签平滑将一小
部分概率质量分配给其他类别，从而避免模型输出过于极端或尖锐的概率分布，并减弱少量错
误标注样本对模型的影响。
上述标签平滑方法将从目标类别中减少的概率质量 ε平均分配给所有非目标类别。然而，在

某些分类任务中，不同类别之间往往具有不同程度的语义相似性。因此，更合理的做法是对与
目标类别更相近的类别分配更高的概率，而对差异较大的类别分配更低的概率。例如，当目标
类别为 “猫”时，可以为 “老虎”等语义更接近的类别分配相对较大的概率，而为 “汽车”等无关
类别分配较小的概率。这种基于类别相似性的标签平滑方法在一定程度上可以反映类别之间的
语义关系（即引入了类别间的先验结构信息），从而为模型提供更加合理的监督信号。然而，该
方法通常需要事先获得类别之间可靠且准确的相似度度量，而这在实践中往往较为困难。如果
类别相似性估计不准确，反而可能引入错误的先验偏置，从而对模型训练产生不利影响。

如果存在一个性能较好的教师模型（通常具有更大的参数规模，且在更大规模数据上经过
充分训练），则一种更有效的 “软标签”学习方法是知识蒸馏（Knowledge Distillation）[32]。在
知识蒸馏中，学生模型的学习目标不再是传统的独热编码或简单平滑后的标签，而是拟合教师
模型所产生的输出分布（通常为教师模型 Softmax层的预测概率或经缩放后的 Logits分值）。与
独热编码相比，教师模型的预测分布通常更加平滑，并能够体现不同类别之间的相似性与竞争
关系，从而传递更丰富的类别结构信息。此外，知识蒸馏不仅可以让学生模型 “模仿”教师模型
的最终输出，还可以进一步扩展到中间层特征的对齐，即通过学习使学生模型产生与教师模型
相同或相似的隐层表示，从而获得更丰富的特征表示能力。总体而言，知识蒸馏能够将参数规
模较大、性能更优的教师模型中所蕴含的 “知识”有效迁移至参数规模更小的学生模型中，使得
小模型在保持较低计算与存储开销的同时，仍然能够获得接近教师模型的性能表现。

多任务学习（Multi-task Learning）是另一种常用的 “隐式”正则化方法，其核心思想是在同
一模型中共享全部或部分参数，同时优化多个相关任务的加权损失函数。当多个任务之间存在
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较强相关性并且能够相互补充信息时，多任务学习尤为有效。它也可以被理解为另一种形式的
数据增强：来自不同任务的监督信号对共享参数和中间表示施加了额外约束，迫使模型学习更
通用、更稳定的特征表达。例如，在计算机视觉中，可以在图像分类的同时引入目标检测或语
义分割任务；在自然语言处理中，在进行情感分析的同时引入语法分析或实体识别任务；在自
动驾驶中，同时预测车辆的行驶轨迹与周围障碍物的类型。从优化角度来看，多任务学习通过
多个任务损失函数的共同约束，使模型参数不会过度拟合某一个任务的特定模式，而是在多个
任务之间寻求折中解。这种 “相互牵制”的作用会限制参数的搜索空间，使其更倾向于学习任务
之间共享的稳定特征表示，从而提升模型的鲁棒性与泛化能力。

表 7.3: 神经网络的主要超参数

类别 超参数

训练优化 学习率（Learning Rate）
学习率衰减策略及比例系数（Scheduler）
批量大小（Batch Size）
最大训练轮次（Epoch）或最大迭代步数（Step）
预热（Warm-up）迭代步数
优化算法类型（Optimizer）
梯度一阶矩衰减率或动量（Momentum）因子
梯度二阶矩衰减率（Decay Rate）

正则化方法 权重衰减（Weight Decay）或 -2 正则系数
随机失活（Dropout）概率
梯度截断（Gradient Clipping）阈值
早停（Early Stop）的耐心值（Patience）
标签平滑（Label Smoothing）系数
数据增强（Data Augmentation）方法及比例
多任务学习（Multi-task Learning）各任务损失权重

网络结构 网络层数或网络深度（Depth）
（以卷积神经网络为例） 隐层维度或网络宽度（Width）

激活函数类型（Nonlinear Activation）
卷积通道数（Channels）或特征图数量（Feature Maps）
卷积核大小（Kernel Size）及步长（Stride）

7.6.6 超参数优化

神经网络模型的构建与训练涉及众多超参数，其取值在很大程度上决定了模型性能的上限。
表7.3列出了神经网络中常见的主要超参数，其中网络结构部分以卷积神经网络为例。若采用其
他类型的网络结构，相应的结构类超参数会发生替换或增减。此外，部分超参数还可以进一步
细化。例如，学习率不仅可以表示为一个固定值（即恒定学习率），还可以细分为初始学习率和
最终学习率。超参数既可以是连续变量（如学习率、权重衰减系数），也可以是离散变量（如批
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量大小、网络层数）。不同超参数之间的组合及其相互作用，会对模型的收敛速度和最终性能产
生显著影响。因此，超参数选择与优化本质上是一个典型的组合优化问题，即在有限计算资源
与训练时间情况下，寻找一组能够使模型在验证集上获得最佳泛化性能的超参数配置。

最简单的超参数优化方法是网格搜索（Grid Search）。该方法首先为每个超参数预先设定若
干候选取值，随后通过穷举所有可能的参数组合来训练模型，并根据各组合在验证集上的性能
表现来择优。虽然不同组合的训练可以并行化，但其总体计算开销随超参数数量及其候选取值
数量呈指数增长。特别是当需要优化的超参数较多时，搜索空间会迅速膨胀，使得在有限计算
资源下难以完成全面且有效的参数搜索。

超参数⼀

超
参
数
⼆

超参数⼀

超
参
数
⼆

⽹格搜索 随机搜索

(a) (b)
图 7.23: 网格搜索与随机搜索的对比示意图。红色圆点表示超参数采样点。在相同的搜索预算
（图中均为 9次评估）下，对于同一超参数空间，随机搜索 (b)较网格搜索 (a)能够覆盖更多不同
的取值，从而具有更高的搜索效率。

由于神经网络最终性能对不同超参数的敏感程度并不相同，即某些关键超参数会显著影响
模型性能，而另一些超参数在合理范围内变化时对最终结果的影响则相对有限。基于这一观察，
文献 [6]提出了随机搜索（Random Search）策略：不再穷举所有可能的超参数组合，而是在预先
设定的超参数空间中进行随机采样，选取若干组合来训练模型，并根据其在验证集上的性能表
现选择最优组合。该方法的核心逻辑在于：只要关键超参数的最优值或近似最优值在随机采样
过程中被覆盖，即使该组合中其他非关键超参数并非最优（其影响相对较小），模型仍可以获得
接近最优的性能表现。以包含一个关键超参数和一个非关键超参数的情况为例，并假设总计算
资源允许进行 9次训练。如果采用网格搜索，将形成 3← 3的组合网格，此时关键超参数仅被尝
试 3种不同取值。而在随机搜索中，则会在超参数的合理范围内独立进行 9次采样，从而使关
键超参数有 9次机会探索不同取值，显著提高其覆盖最优区域的概率（如图7.23所示）。随机搜
索不需要像网格搜索那样将某一超参数的每个取值与其他超参数的所有候选取值进行组合，而
是以随机采样的方式对整个超参数空间进行探索。因此，随机搜索通常比网格搜索具有更高的
搜索效率，并且常作为初步探索方法，用于快速定位较优的超参数区域，随后再在该区域内进
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行局部精细搜索。然而，当重要超参数数量较多且彼此存在较强耦合关系时，纯随机采样仍可
能错过全局最优或近似最优的超参数组合。

为了降低网格搜索或随机搜索在超参数优化过程中的盲目性，需要构建一种能够刻画超参
数配置与神经网络性能之间关系的模型，从而为后续的超参数搜索提供方向性指引。这类模型
相当于真实神经网络的代理或低成本替代。它无需将每组超参数都在真实神经网络上进行高代
价的训练与测试，就能够近似预测不同超参数配置所对应的模型性能。因此，这种模型被称为
代理模型（Surrogate Model）。在获得代理模型后，便可以结合相应的搜索策略（即采集函数），
更高效地探索最有可能提升神经网络性能的超参数配置。

高斯过程（参见第4.3节）是构建此类代理模型的常用方法 [65]。与传统方法不同，它并不
显式假设代理模型具有某种固定的函数形式，而是假设代理模型所有预测值的联合分布服从多
维正态分布，且该分布的协方差矩阵由刻画输入空间中超参数配置间相似度的格拉姆矩阵确定。
格拉姆矩阵中的每个元素对应两个超参数配置之间的核函数值，从而反映它们在输入空间中的
相似程度。这一假设具有直观的合理性：即相似的超参数配置通常应产生相近的神经网络性能。
此外，高斯过程具有较强的灵活性：我们可以通过选择不同形式的核函数来定义 “相似性”的度
量方式，从而调节预测函数的平滑程度以及先验假设的强弱。采用高斯过程建模的另一个重要
优点在于，它能够同时提供预测的均值 µ(λ)与方差 σ2(λ)（其中 λ表示某一超参数配置）。这
使得在超参数搜索过程中可以同时考虑 “性能提升的期望”（由均值体现）与 “预测的不确定性”
（由方差体现），从而在利用已知区域与探索未知不确定区域之间实现更合理的权衡。

初始代理模型仍然需要少量经实测的超参数配置及其对应的真实性能值来进行构建。具体
而言，我们可以先从超参数空间中随机采样若干组超参数配置，并分别在这些配置下训练神经
网络，从而获得其实际性能表现。随后，利用这些输入（超参数配置）与输出（真实性能值）所构
成的训练集来构建基于高斯过程的初始代理模型。之后，将使用采集函数（Acquisition Function）
来获取下一个值得尝试的超参数配置。置信上界（Upper Confidence Bound, UCB）是一种经典的
采集函数，其核心思想是在预测均值的基础上，引入不确定性（以标准差衡量）作为探索奖励。
然而，超参数优化的目标通常是最小化验证集损失，因此更常使用其变体，即置信下界（Lower
Confidence Bound, LCB），其定义为：

LCB(λ) = µ(λ)∇ κ · σ(λ) (7.130)

其中 µ(λ)与 σ(λ)分别是代理模型所给出的预测均值与标准差，κ ∥ 0则用于控制探索与利用
之间的权衡。下一步需要尝试的超参数配置通过最小化置信下界得到，即：

λ∗ = argmin
λ

LCB(λ) (7.131)

为了直观理解 κ的作用，假设有两个超参数配置 λ1 和 λ2，代理模型对其进行预测的损失均值
与标准差分别为：

µ(λ1) = 0.7, σ(λ1) = 0.1

µ(λ2) = 0.8, σ(λ2) = 0.5
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若设 κ = 0.2，则有：

LCB(λ1) = 0.7∇ 0.2← 0.1 = 0.68（选择 λ1）

LCB(λ2) = 0.8∇ 0.2← 0.5 = 0.70

若设 κ = 0.5，则有：

LCB(λ1) = 0.7∇ 0.5← 0.1 = 0.65

LCB(λ2) = 0.8∇ 0.5← 0.5 = 0.55（选择 λ2）

由此可见，当 κ较小时，更偏向选择损失均值较低（对应性能更优）且预测更确定的配置，即
倾向于利用已有的低损失（高性能）区域；而当 κ较大时，则更加重视不确定性，从而更倾向
于探索预测不确定性较高的区域。

既然代理模型能够预测不同超参数配置对应性能的概率分布，那么更合理且稳健的策略是
优先选择那些 “期望上能够带来最大性能提升”的超参数配置。期望提升（Expected Improvement,
EI）是另一种经典的、且更为常用的采集函数，其基本思想是：选择能够相对于当前最优结果
带来最大期望改进的超参数配置。其定义为：

EI(λ) =
∫ +∞

−∞
max [0,L∗ ∇ f(λ)] · p(f |λ,D) df (7.132)

其中 L∗表示当前已观测到的最小验证损失（即当前最优性能），D为已有的观测数据集，λ为待
评估的候选超参数配置，f(λ)表示高斯过程代理模型在 λ处的预测值，其服从如下正态分布：

p(f |λ,D) = N (f |µ(λ),σ2(λ)) (7.133)

公式7.132中的max [0,L∗ ∇ f(λ)]衡量了在 λ处的预测值相较于当前最优值 L∗的改进量（若预
测损失 f(λ)大于 L∗，则改进量为 0）。通过最大化该期望值得到的 λ，即为预期能带来最大性
能改善（即验证损失下降最多）的超参数配置。
最小化置信下界 LCB(λ)或最大化期望提升 EI(λ)通常是复杂的非凸优化问题，往往难以

获得解析解。此外，由于超参数空间一般同时包含连续变量与离散变量，也难以直接应用梯度
下降等基于导数的优化方法。因此，一种较为实用的解法是在超参数空间中随机采样足够数量
的候选配置，并利用代理模型对这些配置进行快速评估，然后依据相应的采集函数选择最优的
超参数组合作为下一步实际尝试的配置。在获得最优的超参数配置后，需要使用该配置对神经
网络进行实际训练与验证，并将得到的真实性能结果加入已有观测数据集 D中，并且据此更新
基于高斯过程的代理模型。上述过程体现了贝叶斯分析的核心思想：将当前轮次得到的代理模
型视为下一轮的先验分布，通过实际观测获取新的样本数据，再利用这些数据对模型进行更新，
从而得到更加准确的后验分布。因此，这类方法被称为贝叶斯优化 (Bayesian Optimization)。
除了高斯过程外，还可以使用随机森林（详见第5.4节）来替代高斯过程构建代理模型。在

随机森林代理模型中，预测均值由 “森林”中所有决策树预测结果的算术平均值给出，而预测的
不确定性（方差）则通过各棵树预测值之间的差异进行估计。随机森林同样适用于超参数空间
同时包含连续变量与离散变量的情形，并且在计算效率上（尤其是在高维）通常优于高斯过程。
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然而，随机森林提供的不确定性估计属于经验性近似，因此在不确定性度量的严谨性和精确性
方面通常不及具有严格统计学理论支撑的高斯过程。

尽管贝叶斯优化具有严谨的统计学理论基础，但其明显的局限性在于难以实现高效的并行
搜索。由于其本质上是一种序贯决策模型，即每一轮超参数配置的选择都依赖于上一轮的观测
结果，导致后续探索通常需要等待当前配置评估结束后方可进行。为了更好地支持并行搜索，
并在优化过程中充分利用中间评估结果以动态调整计算资源分配，研究者提出了资源重配方法。
这类方法通常不显式构建代理模型，而是将超参数优化问题视为在有限计算资源下，尽快识别
并剔除性能较差的配置，从而将更多资源分配给更有潜力的候选配置。其中较具代表性的方法
是逐步减半（Successive Halving）算法 [38]。其基本思想是：首先为一组数量较多的候选超参数
配置分配相同且较小的训练预算（如较少的训练轮数或迭代次数）进行并行训练；随后在当前
预算耗尽后，根据验证集性能对这些配置进行评估，并淘汰其中表现较差的一半配置；接着对
剩余配置增加训练预算（如按固定倍数扩展），并重复训练、评估、淘汰的过程，直至筛选出最
优的配置。然而，这类方法也存在一定风险：如果某些配置在初期收敛较慢但最终表现出较高
性能（即具有较大的后期潜力），它们可能在早期阶段被过早淘汰。因此，这类方法对预算分配
策略、早停规则以及评估指标的选择（尤其是在训练早期阶段）具有较高的敏感性。

传统超参数优化方法通常将超参搜索与模型训练视为两个独立的阶段：首先通过大量尝试
确定最优超参数配置，然后再利用该配置重新开始正式的模型训练。然而，这类方法存在两个
主要局限。首先，在超参数搜索阶段所消耗的计算资源通常无法直接用于最终模型训练；其次，
这类方法通常只能得到一组固定的超参数配置，难以根据训练过程中不同阶段的需求动态调整
超参数。由于大规模神经网络训练过程高度复杂，最优超参数配置往往随训练进程而变化，单
一静态的配置难以获得最优性能。为此，DeepMind团队于 2017年提出了基于种群的训练方法
（Population-Based Training）[37]，该方法能够在训练神经网络权重的同时动态优化超参数。基于
种群的训练方法借鉴了遗传算法的思想：性能较好的模型个体能够将其 “基因”（即模型权重与
超参数）传递给表现较差的个体，并在此基础上进行随机变异，从而通过高效的并行搜索逐步
逼近最优或近似最优解。该训练方法通常包含以下四个主要步骤：

首先，随机采样一组超参数配置形成初始种群，每个模型个体都拥有各自的超参数及随机
初始化的网络权重；
随后，所有个体在并行环境下独立训练固定步数（例如若干训练轮次或一定数量的迭代）；
接着，在阶段性训练结束后，根据验证集性能对所有个体进行评估与排序。对于表现较好
的个体，保留并继续训练；而对于表现较差的个体（例如位于后 20%的个体），则丢弃其
当前权重与超参数，并复制种群中最优个体的权重与超参数；
最后，为了避免种群中的个体逐渐趋于一致，从而丧失种群多样性，复制后的个体还会以
一定概率对超参数进行随机扰动或变异（例如将学习率乘以 0.8或 1.2等）。

上述过程不断重复，直至耗尽预设的计算资源。基于种群的训练方法的优势在于，它能够自动
学习超参数随训练过程动态变化的策略。与传统 “先搜索、后训练”的超参数优化方法不同，该
方法在超参数搜索过程中已经同步完成了模型训练，因此最终还能直接获得已训练完成的模型。
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虽然长短期记忆网络（LSTM）通过引入显式的记忆单元与门控机制，在一定程度上缓解了
基础循环神经网络难以捕捉长程依赖关系的问题，但其有效的建模距离依然受限（通常认为仅
能建模数百个时间步之内的依赖关系）。此外，当 LSTM作为编码器对一个序列生成特征向量
表示时，通常需要将序列最后一个时刻的隐状态作为整个序列的表示。然而，LSTM各时刻隐
状态的生成存在严格的时序依赖，即每一时刻的隐状态计算均以前序状态为前提，因此序列中
的各时间步无法并行计算。这种串行计算方式限制了模型对序列进行高效编码的能力，也使得
难以利用现代并行硬件（如 GPU）快速生成给定序列的特征表示。

人类语言（即自然语言）的处理通常要求模型具备较强的长程依赖关系建模能力。例如，在
对话系统中，模型需要利用对话的历史上下文；在篇章理解任务中，模型则需要捕捉整个篇章
中对于同一人物、事件或论点在不同位置的描述，以及这些描述之间的关联关系。在处理较长
的自然语言文本时，基础循环神经网络和 LSTM采用了一种 “压缩”式的记忆方式，即将历史信
息与当前输入编码为固定维度的记忆向量。然而，这种固定容量的表示方式不可避免地会导致
部分信息被 “遗忘”。相比之下，更有效建模长程依赖关系的方法是 “检索”。在这种方法中，不同
时刻的历史信息都会被保留下来，并以如键值对（Key-value Pairs）的形式进行组织。模型可以
根据当前输入构造 “查询”（Query）从历史信息中动态寻找与当前输入最相关的内容，并将检索
得到的信息进行融合。这种方法理论上能够处理任意长度的历史信息，并且有效建模长程依赖
关系。目前应用广泛的 Transformer架构正是这一 “检索”思想的体现 [71]，其核心实现方式是自
注意力机制（Self-attention），更准确地说，是基于点积的自注意力机制（Dot-Product Attention）。
之所以称为 “自注意力”，是因为注意力计算发生在同一输入序列内部的不同位置之间，即序列
中的每个位置都会基于自身的信息，动态关注序列中其他位置的信息。

假设输入序列的长度为 T，并且对于序列中任一位置或时刻 j，都有一个查询向量 qj =

(qj1, · · · , qjD)→，一个键向量 kj = (kj1, · · · , kjD)→ 和一个值向量 vj = (vj1, · · · , vjD)→。其中，
查询向量可以理解为当前位置 ‘想获取什么信息”，键向量表示当前位置 “能提供什么信息”，而
值向量则表示当前位置 “实际存储的信息”。在基于点积的自注意力机制中，首先利用当前位置
的查询向量与序列中所有位置（包括其自身）的键向量分别计算点积，从而得到对应的注意力
分值（Attention Score）。由于向量点积能够衡量两个向量间的相似程度，因此注意力分值越大，
表示对应位置与当前位置的相关性越强，其矩阵运算形式如下：

⎡

⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎤

k11 · · · k1D
... . . . ...

kj1 · · · kjD
... . . . ...

kT1 · · · kTD

⎦

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎥

⎡

⎣⎣⎤

qj1
...

qjD

⎦

⎢⎢⎥ =

⎡

⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎤

sj1
...
sjj
...

sjT

⎦

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎥

(7.134)

此处假设查询向量、键向量和值向量均为D维。在实际应用中，查询向量与键向量的维度必须
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7.7 Transformer

保持一致以进行点积运算，而值向量的维度则可以有所不同。获得注意力分值后，需将其转化
为归一化概率分布，即使所有分值非负且总和为 1，从而反映不同位置相对的相关或重要程度。
实现这一转化最常用的方法是采用 Softmax函数。需要注意的是，随着维度D的增大，点积结
果的数值尺度通常也会随之增大，这可能使 Softmax函数进入梯度较小的饱和区域，从而影响
模型训练的稳定性。因此，在执行 Softmax变换之前，通常会将注意力分值除以缩放因子

̸
D。

在得到注意力权重（即概率分布）之后，自注意力机制会对所有位置的值向量进行加权求和，并
将所得结果 (rj1, · · · , rjD)→作为当前位置新的特征表示：

aj1

⎡

⎣⎣⎤

v11
...

v1D

⎦

⎢⎢⎥+ · · ·+ ajj

⎡

⎣⎣⎤

vj1
...

vjD

⎦

⎢⎢⎥+ · · ·+ ajT

⎡

⎣⎣⎤

vT1

...
vTD

⎦

⎢⎢⎥ =

⎡

⎣⎣⎤

rj1
...

rjD

⎦

⎢⎢⎥ (7.135)

第 j 个位置的注意力计算完整过程如图7.24所示。关于为何可以将值向量的加权和作为当前位
置新特征表示的问题，可以理解为一种上下文信息融合的过程：该表示通过注意力权重对序列
中不同位置的信息进行加权，从而整合全局上下文信息，并生成上下文相关的特征表示。以自
然语言处理为例，词汇 “苹果”具有典型的多义性：它既可以表示一种水果，也可以指代特定的
品牌或公司。在不考虑语境的情况下，该词的语义表征是模糊且具有歧义的。然而，若上下文中
出现了 “品尝”、“香甜”或 “采摘”等词，模型通过自注意力机制捕捉到这些关联，便能判定其语
义偏向水果（通过融入这些词的语义特征，其特征向量表示向水果类别的语义空间偏转）；若上
下文中出现了 “手机”、“屏幕”或 “市值”等词，模型则会倾向于将其解释为品牌或公司的含义。
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图 7.24: 基于点积的自注意力机制示意图。序列中每个位置都有对应的查询向量 q，键向量 k和
值向量 v。在计算第 j 个位置的注意力输出时，首先使用该位置的查询向量 qj 与序列中所有位
置的键向量逐一进行点积，得到注意力分值；随后对缩放后的分值（即除以

̸
D）应用 Softmax

函数，将其转换为注意力权重（概率分布）；最后利用该权重对所有值向量进行加权求和，并将
结果 (rj1, · · · , rjD)→作为第 j 个位置更新后的特征表示。

单次注意力计算通常只能建模一种特定的语义依赖关系。类似于卷积神经网络中引入多组
不同的卷积核以提取多种特征图，也可以通过多组注意力从不同特征空间中捕捉序列内多样化
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7.7 Transformer

的语义依赖关系，这就是多头注意力（Multi-head Attention）机制。为了实现多头注意力，在序
列的每个位置上需要构造多组不同的查询向量、键向量和值向量。这些向量通常是通过对同一
输入向量（或前层输出）分别施加不同的线性变换（由不同的可学习参数矩阵确定）而得到的。

! " #
查询向
量矩阵

键向量
矩阵

值向量
矩阵

矩阵相乘

数值缩放

掩蔽 (可选)

Softmax

!"⊺

1
%

Softmax !"⊺
% # 矩阵相乘

向量拼接

! " #

-

线性变换

线性变换 线性变换 线性变换

多头注意⼒ .

(a) (b)

图 7.25: 自注意力机制示意图。(a)点积注意力的单次计算流程。(b)多头注意力计算过程。首先
通过多组不同的线性变换矩阵将输入向量 x映射至不同的子空间，分别生成各注意力头的查询
向量、键向量与值向量；然后各注意力头独立执行点积注意力的所有计算步骤；最后将所有注
意力头的输出向量进行拼接，并通过线性变换进行整合，得到最终输出表示。

假设某一位置的输入为一个M 维向量 x。对于第 i个注意力头（i = 1, . . . , H），分别通过
三组可学习的线性变换矩阵Wi

q,W
i
k,W

i
v ≥ RD×M 将该输入向量 x映射到相应的特征子空间，

从而得到该位置第 i个注意力头的查询向量 qi、键向量 ki和值向量 vi：

qi = Wi
qx, ki = Wi

kx, vi = Wi
vx (7.136)

对于序列中的其他位置，同样使用这三组变换矩阵生成第 i个注意力头的查询向量、键向量和
值向量。在各注意力头独立计算得到该位置的输出向量 ri之后，将所有注意力头的输出向量进
行拼接，并通过另一个线性变换矩阵Wo ≥ RHD×M 对拼接后的向量进行线性整合，最终生成
与输入向量维度一致的输出向量 h ≥ RM：

h =
(⎛

r1
⎝→

, · · · ,
⎛
rH
⎝→⎧

Wo (7.137)

因此，多头注意力模块的输入向量与输出向量具有相同的维度，这种等维映射使得多头注意力
模块能够方便地在深度网络中进行层层堆叠。值得注意的是，对于给定的输入序列，所有位置
的注意力输出都可以通过矩阵运算并行计算得到：

Attention(Q,K,V) = Softmax
(
QK→
̸
D

)
V (7.138)

其中矩阵Q、K和V的各行分别对应序列中各位置的查询向量、键向量和值向量。Softmax按
矩阵的行进行归一化，从而得到每个位置相对于序列中所有位置的注意力权重。

250



7.7 Transformer

图7.25展示了点积注意力及多头注意力的计算流程。在单次注意力计算中，包含一个可选
的掩蔽（Masking）操作。引入该操作的原因在于处理序列生成的因果约束。当注意力机制用于
编码器（Encoder）时（即将给定序列转换为包含上下文语义信息的高层表示），序列各位置均
可自由融合双向的上下文信息；然而，当其用于解码器（Decoder）进行序列生成时，模型需要
遵循自回归（Auto-regressive）原则。具体而言，在推理阶段，解码器通常采用逐位生成的策略，
即利用当前已经生成的部分序列预测下一位置的输出，并将该输出追加到已有序列中，再继续
后续预测。在这一过程中，当前位置显然不应访问尚未生成的 “未来”信息。为了使模型在训练
阶段能够模拟这种自回归生成过程，需要在注意力计算中引入掩蔽操作。具体做法是：将注意
力得分矩阵中对应 “当前位置之后’位置的分值强制设为负无穷，使得经过 Softmax归一化后的
注意力权重趋近于零。这样既能够有效防止未来信息泄露到当前预测中，也能够保证训练与推
理阶段模型行为的一致性。这种引入了掩蔽操作、并限制模型只能关注当前位置及其之前信息
的自注意力机制，也被称为因果注意力（Causal Attention）。多头注意力中，除了每个注意力头
都需要独立完成点积注意力的全部计算步骤之外，还包括：在注意力计算之前，通过多组线性
变换矩阵为各注意力头分别生成查询向量、键向量和值向量；并在注意力计算之后，将各注意
力头的输出向量进行拼接，并通过线性变换对其进行整合输出。

如图7.26所示，Transformer架构由编码器和解码器两部分组成。编码器由多个相同结构的
模块堆叠而成，每个模块由多头注意力子层和前馈网络子层组成，每个子层均集成了残差连接
与层内归一化5。多头注意力子层的计算过程可表示为：

MHA-Sublayer(x) = x+ MHA(LayerNorm(x)) (7.139)

其中 x为该子层的输入向量，MHA(·)表示多头注意力模块，LayerNorm(·)为层内归一化。上式
中的相加操作实现了残差连接。随后，数据进入前馈网络子层，其计算过程如下：

FFN-Sublayer(x) = x+ FFN(LayerNorm(x)) (7.140)

其中前馈网络 FFN(·)通常由两个线性变换层及中间的非线性激活函数组成，其具体形式为：

FFN(x) = ReLU(xW1 + b1)W2 + b2 (7.141)

其中W1和W2分别为两层线性变换的权重矩阵，而 b1和 b2为对应的偏置向量。通常情况下，
第一个线性层会将特征维度进行升维，而第二个线性层将其映射回原始维度。

Transformer 的解码器同样由多个结构相同的模块堆叠而成，每个模块由因果注意力子层、
交叉注意力子层和前馈网络子层组成。其中前馈网络子层与编辑码中前馈网络子层的结构相同。
引入因果注意力子层是为了在序列生成时遵循自回归原则，通过在注意力计算中加入掩蔽操作，
使注意力权重矩阵呈现下三角形状（如图7.26右下蓝色网格所示）。该矩阵上三角元素均为零，
从而阻断了模型对当前位置之后 “未来信息”的访问。交叉注意力（Cross-attention）子层则负责

5原始 Transformer采用层后归一化（Post-layer Normalization），即将层内归一化放置在多头注意力或前馈网络及残差连
接之后。这种方式会干扰残差路径中的恒等映射，导致深层网络训练的不稳定。层前归一化（Pre-layer Normalization）
将层内归一化放置在多头注意力或前馈网络之前，从而缓解了上述问题。层前归一化还能使输入多头注意力和前馈
网络的数据分布更加稳定，有利于这些网络层参数的优化。因此，此处采用目前更为广泛采纳的层前归一化。
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建立解码器与编码器输出之间的关联。以英译中的翻译任务为例，编码器处理输入的英文语句，
而解码器负责生成对应的中文语句。在生成每一个中文单词时，模型需要通过交叉注意力机制
在完整的英文语句中检索与当前生成最相关的语义信息。因此，该子层的键向量K和值向量V

来自编码器的顶层输出，而查询向量则源自解码器当前生成的中间表征。
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图 7.26: Transformer架构示意图。Transformer由编码器和解码器两部分组成，两部分均由多个
结构相同的模块堆叠而成。编码器的每个模块由多头注意力子层和前馈网络子层组成，解码器
的每个模块则由因果注意力子层、交叉注意力子层以及前馈网络子层构成。

注意力机制能够有效建模序列中的长程依赖关系。当应用于编码器时，所有位置的注意力
计算可以并行进行（不同位置共享同一组参数），从而显著提升序列编码的效率。然而，与逐位
处理序列输入的循环神经网络不同，注意力机制无法天然捕捉序列内部的时序关系。若不显式
引入位置信息，则无论如何改变序列中元素的排列顺序，每个元素的注意力计算结果（以加权
和形式计算）都不会发生变化，即注意力机制对输入元素的排列顺序具有置换不变性。在实际
的序列建模中，位置相关的时序信息至关重要。以自然语言为例，句子并非词汇的无序堆砌，而
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是按照语义与语法规则有序组织的序列。为了在模型中补充位置相关的时序特征，Transformer
引入了位置编码（Positional Encoding），即在每个位置的输入向量（在自然语言处理中通常为词
向量）上叠加一个表征其在序列中位置的向量，从而使输入向量表示同时包含内容信息与位置
信息。位置编码向量的维度与词向量相同，其各维分量通过如下方式计算得到：

PE(j, 2i) = sin

(
j

10000
2i
M

)
(7.142)

PE(j, 2i+ 1) = cos

(
j

10000
2i
M

)
(7.143)

其中 j表示序列中的位置索引，i表示位置编码的维度（2i与 2i+1分别对应偶数维与奇数维），
而M 表示词向量的维度。位置编码的每个特征维度都对应一个特定频率的正余弦信号，其波长
覆盖从 2π到 10000 · 2π的等比数列。

上述位置编码会根据元素在序列中的绝对位置分配不同的编码。例如，为序列中位于第一
的元素分配位置编码 p1（按公式7.142和7.143计算），为第二个元素分配 p2，以此类推。由于
这种编码方式完全依赖于元素在整个序列中的绝对位置，因此被称为绝对位置编码（Absolute
Positional Encoding）。这类绝对位置编码存在长度外推性较差和缺乏平移不变性的问题。长度外
推性较差是指：假设模型在训练阶段所见到的最大序列长度为 T（例如 T = 210 = 1024），则在
推理阶段，当输入序列长度超过 1024时，模型性能往往会明显下降。换言之，模型难以将其在
长度范围 [1, 1024]内学习到的表示与建模能力有效泛化到更长的序列上。在实际训练中，样本
长度不可能无限延伸，否则不仅会降低训练效率，还会显著提高硬件资源需求（注意力机制的
计算与存储复杂度随序列长度呈平方增长）。此外，绝对位置编码另一个重要局限是其缺乏平移
不变性。仍以自然语言处理为例，一个固定的短语（如 “机器学习”）既可能出现在句首，也可
能出现在句中或句尾。从语理解的角度来看，无论该短语处于句中何种位置，模型都应能一致
地捕捉 “机器”与 “学习”之间的相关性与依赖关系。然而，在绝对位置编码方式下，同一短语
在不同位置会叠加不同的位置编码，从而改变注意力得分的计算结果，进而破坏了平移不变性。

引入位置编码的主要目的是为了解决注意力机制的置换不变性问题。理想的位置编码方式
应能够在注意力得分计算过程中，为模型提供序列中不同位置之间相对距离或位置信息。具体
而言，设两个元素分别位于第m个和第 n个位置，则在注意力（点积）计算后，模型应能够在
尽量不干扰内容信息的前提下，保留与相对位置差m∇ n相关的信息。这样，即使在推理阶段
遇到长度超过训练阶段最大长度 T 的序列时，超出长度部分与其相隔短于 T 的注意力计算仍然
不受影响。此外，由于该方式仅依赖于相对位置信息（即m∇ n），因此同一局部模式在序列中
的绝对位置发生变化时，其内部元素之间的相对距离仍保持不变。以自然语言处理为例，无论
某个短语（如 “机器学习”）出现在句首、句中还是句尾，“机器”与 “学习”之间的相对距离始终
一致，因此模型在计算二者之间的注意力得分时基本也不会发生变化。按照上述思想设计的位
置编码方式被称为相对位置编码（Relative Positional Encoding）。其中，具有代表性的方法之一
是旋转位置编码 RoPE（Rotary Position Embedding）[68]。与绝对位置编码通常直接叠加到输入
向量上的方式不同，相对位置编码通常直接作用于注意力计算过程。
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为了更容易理解旋转位置编码 RoPE的原理，我们先从二维查询向量与键向量的情形出发
（注意力得分的计算仅与查询向量和键向量有关，而与值向量无关），再进一步推广到任意维度
的情况。假设存在一个位于序列第 m个位置的查询向量 q 和一个位于第 n个位置的键向量 k，
我们的目标是寻找一种变换 f，用于在向量中引入位置信息，使得变换后的查询向量与键向量
在进行点积计算后，所得到的注意力分值 s仅依赖于向量本身的内容信息以及二者之间的相对
位置差m∇ n，即：

f(q,m)→f(k, n) = s(q,k,m∇ n) (7.144)

RoPE的核心思想是：将变换 f 设计为对向量按其位置在复平面进行旋转的操作。经旋转的向量
在进行点积时，各自对应的绝对旋转角度会相互抵消，点积结果仅保留相对位置差有关的信息。

具体而言，二维查询向量 q = [q1, q2]→ 和键向量 k = [k1, k2]→ 可以在复平面上分别表示为
如下复数形式：

zq = q1 + iq2

zk = k1 + ik2

其中 i为虚数单位（i2 = ∇1）。在复数域中，两个复数的内积通常通过共轭乘法来实现。复数的
共轭（Conjugate）是指保持实部不变，并将虚部取反。因此，则 zk 的共轭复数为：

zk = k1 ∇ ik2

将 zq 与 zk 相乘，可得：

zqzk = (q1 + iq2)(k1 ∇ ik2)

= q1k1 + iq2k1 ∇ iq1k2 ∇ i2q2k2

= (q1k1 + q2k2)︸ ︷︷ ︸
实部

+i (q2k1 ∇ q1k2)︸ ︷︷ ︸
虚部

（i2 = ∇1）

从以上的推导过程可以看出，两个二维向量在复平面表示下共轭乘积的实部与它们在原始实数
空间中的点积结果一致，即：

Re[zqzk] = q→k = q1k1 + q2k2

其中 Re[·]表示取复数的实部。从几何角度来看，复数乘以 eiθ 会在保持模长不变的情况下，使
其在复平面上逆时针旋转 θ弧度。同时，若采用极坐标形式（模长与辐角）表示复数，则两个
复数相乘时，其结果对应于模长相乘、辐角相加；若其中一个复数取共轭，则对应于模长相乘、
辐角相减。基于这一特性，RoPE将位置变换函数 f 定义为复平面上的旋转操作：

f(q,m) = zqe
imθ

f(k, n) = zke
inθ

其中位置索引m与 n分别决定查询向量 q与键向量 k的旋转角度。注意力得分可表示为：

s(q,k,m∇n) = Re
[
f(q,m) · f(k, n)

]
= Re

[(
zqe

imθ
⎧(

zke
−inθ

⎧]
= Re

[
zqzke

i(m−n)θ
]

(7.145)

254



7.7 Transformer

从上式可以看出，虽然变换 f 将绝对位置m和 n用于复平面旋转角的计算，但经过共轭相乘并
提取实部后，最终的注意力得分仅取决于原始向量的内容信息（即 Re[zqzk] = q→k）以及二者
之间相对位置差m∇ n相关的项。

上述复平面中的旋转操作，可以等价地转换为对查询向量或键向量施加一个二维旋转矩阵。
根据欧拉公式（Euler’s Formula），我们有：

eimθ = cosmθ + i sinmθ (7.146)

将二维查询向量 q的复数表示 zq = q1 + iq2乘以旋转算子 eimθ，可得：

zqe
imθ = (q1 + iq2)e

imθ

= (q1 + iq2)(cosmθ + i sinmθ)

= (q1 cosmθ ∇ q2 sinmθ)︸ ︷︷ ︸
实部

+i (q1 sinmθ + q2 cosmθ)︸ ︷︷ ︸
虚部

若将上述结果的实部记为 q̃1，虚部为记 q̃2，则有：[
q̃1

q̃2

]
=

[
cosmθ ∇ sinmθ

sinmθ cosmθ

][
q1

q2

]
= q̃ (7.147)

同理，将二维键向量 k对应的复数表示乘以旋转算子 einθ，亦可写为等价的实数矩阵乘法：
[
k̃1

k̃2

]
=

[
cosnθ ∇ sinnθ

sinnθ cosnθ

][
k1

k2

]
= k̃ (7.148)

将转换后的向量 q̃与 k̃进行点积运算 q̃→k̃，即实部 q̃1 与 k̃1 乘积，以及虚部 q̃2 与 k̃2 乘积（两
个复数的虚部乘积为实数）之和（即去掉了一个复数的实部与另一个复数的虚部相乘所构成的
虚数项），其结果等价于复数 zqeimθ 与 zkeinθ 的共轭 zke−inθ 相乘后的实部：

Re
[
zqzke

i(m−n)θ
]
= (q1k1 + q2k2) cos((m∇ n)θ)︸ ︷︷ ︸
原向量点积结果经三角函数缩放后的值

+(q1k2 ∇ q2k1) sin((m∇ n)θ)︸ ︷︷ ︸
与相对位置差m− n相关的项

(7.149)

从上式可以看出，经过旋转矩阵变换后的查询向量与键向量的点积结果既保留了原向量之间的
内容相关性，还显式引入了与相对位置差m∇ n有关的信息。

将上述二维情形推广到 D维空间时，可以将整个 D维向量划分为 D/2个二维子空间，并
对每一个二维子空间分别施加类似的旋转变换。对应的D维旋转矩阵可表示为（不同背景颜色
为一对二维子空间）：

⎡

⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎣⎤

cosmθ1 ∇ sinmθ1 0 0 · · · 0 0

sinmθ1 cosmθ1 0 0 · · · 0 0

0 0 cosmθ2 ∇ sinmθ2 · · · 0 0

0 0 sinmθ2 cosmθ2 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 · · · cosmθD/2 ∇ sinmθD/2

0 0 0 0 · · · sinmθD/2 cosmθD/2

⎦

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎥

(7.150)
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其中 θi = 10000−2(i−1)/D, i ≥ {1, . . . , D/2}是预定义的频率基数集合，用于控制各二维子空间
对应的旋转频率。此外，RoPE整体上具有远程衰减（Long-term Decay）的特性，即随着相对位
置差的绝对值 |m∇n|增大，不同位置之间的点积期望值会逐渐平滑衰减。这种 “位置距离越远，
相关性越弱” 的性质，直观上与自然语言以及各类时序信号的实际规律较为吻合，因此较适合
作为位置编码。
如图7.26所示，Transformer解码器顶部通常通过 Softmax层预测生成序列中的下一个单词，

即在整个词汇表中进行多分类。以英语为例，仅《牛津英语词典》就收录超过 60万词条（包括
历史词、废弃词和各种变体等），而现代英语中常用词汇的规模通常也达到 17万至 25万之间。
词汇表规模越大，分类任务的难度通常越高，因为模型需要在更多候选词之间进行区分与选择。
此外，在 Transformer编码器和解码器的输入端，都需要将离散的单词映射为连续的向量表示。
这种向量表示通常称为词向量（Word Embedding）或词嵌入（即将离散词汇嵌入到连续的语义
空间中）。假设词向量维度为 D，词汇表中包含的词数为 K，则词向量矩阵所对应的参数量为
K ←D。减小词汇表规模不仅能够降低模型分类预测的难度，还可以有效减少模型的参数量。

中文可以采用 “字”作为基本单位来降低词表规模 [72]，英文也可以将较长单词拆分为多个
子词（Subword）。例如，单词 “beautiful”可以拆分为 “beau”、“ti”和 “ful”三个子词（Sub-word）。
这些子词类似于英语中的词根、前缀或后缀，能够在多个单词之间共享和复用，因此也有助于
减小词汇表规模。后续研究表明，在经过大规模预训练（将在后文详细介绍）后，子词切分粒度
和拆分方式对模型的语义理解与语言生成能力影响相对有限。因而转向基于给定语料（即包含
多国语言的大规模文本）的词表自动构建方法。其中，代表性方法之一是字符对编码（Byte Pair
Encoding, BPE）[63]。该方法首先将语料视为字符（或字节）构成的序列，然后统计整个语料中
相邻字符对出现的频率，并将出现频率最高的字符对合并为一个新的词元（Token）。随后继续
在更新后的序列上重复这一过程，直到达到预设的词表大小（更准确地说，是达到预设的词元
数量）。在这一过程中，先前已经合并得到的词元还可以继续与其他字符或词元进一步合并，从
而形成更长的词元。这种基于词元的词表构建方式不仅能够有效控制词表规模，还对训练过程
中并未出现的未见词（Out-of-vocabulary）具有较好的泛化能力，因为大多数未见词通常可以拆
分为若干已知词元的组合。采用词元级词表后，Transformer编码器和解码器的输入都以词元作
为基本单位，而解码器顶层分类类别数量也与词表中的词元总数一致。

Transformer架构本身具有庞大的参数量。在提出该架构的经典工作 [71]中，作者分别给出
了基础版（Base）和加强版（Big）两种不同规模的模型配置。其中，较小规模的基础版模型的
编码器与解码器均由 6个模块堆叠而成，注意力头数为 8（每个注意力头的维度为 64），隐藏层
维度为 512 = 8← 64，前馈网络子层的中间层维度为 2048，总参数量约为 6, 500万。较大规模
的加强版模型的编码器与解码器仍由 6个模块堆叠而成，注意力头数增加到 16（每个注意力头
的维度仍为 64），隐藏层维度提升至 1024 = 16← 64，前馈网络子层的中间层维度扩展到 4, 096，
总参数量达到了 2.13亿。随着大语言模型时代的到来，作为典型代表的 ChatGPT将这一架构的
解码器扩展到了 96个堆叠模块，注意力头数达到 96（每个注意力头的维度为 128），隐藏层维
度骤升至 12, 288 = 96← 128，其前馈网络子层的中间层维度高达 49, 152，使得总参数规模达到
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1, 750亿。面对如此海量的网络参数，传统的随机初始化方法已难以为继。正如前文所述，最佳
的参数初始化方法是预训练。只有通过预训练让模型在海量文本中学习通用的语言统计规律与
语义表示，才能为下游任务的微调（Fine-tuning）提供具有良好泛化能力和鲁棒性的初始参数。

T5（Text-to-text Transfer Transformer）[55]提出了一种基于 “文本到文本”或 “序列到序列”
的预训练方法。其核心想法是：首先在输入文本中随机删除若干连续的片段，并使用特殊标记
替换这些被删除的片段；然后基于 Transformer的编码器对残缺文本进行编码，再由解码器生成
被删除的片段。例如，对于如下原始文本：

The cute cat walks in the campus .
随机删除若干连续片段之后，可以得到：

The cute [X1] in the [X2] .
其中 [X1]与 [X2]是用于表示缺失片段的特殊标记。模型的训练目标是让解码器按如下方式
生成并恢复所有被删除的片段：

[X1] cute cat [X2] campus
在预训练过程中，Transformer的编码器、解码器以及词向量等所有参数均通过该目标函数进行
端到端联合训练，并采用随机梯度下降法进行优化。
与 T5仅重构缺失片段不同，BART（Bidirectional and Auto-regressive Transformer）[43]将预

训练目标进一步扩展为 “去噪自回归”：即对原始文本施加多种形式的破坏或噪声扰动，然后训
练模型从受损的输入中生成完整的原始文本。常见的破坏或加噪方式包括词汇级或片段级随机
遮蔽、删除、替换，以及随机打乱输入顺序等。T5和 BART均属于典型的基于 “编码器-解码器”
（Encoder-decoder）结构的预训练方法，通过统一的序列到序列生成目标对编码器和解码器进行
联合优化。
在T5和BART出现之前，BERT（Bidirectional Encoder Representations from Transformer）提出

了掩码语言模型（Masking Language Model），并仅对 Transformer的编码器部分进行预训练 [18]。
掩码语言模型的基本思想是：首先对原始文本中的若干词进行随机遮蔽，然后利用 Transformer
编码器提取其上下文特征，并在编码器顶部附加线性映射与 Softmax分类层（如图7.27(a)所示），
以预测被遮蔽的词汇。例如，将用于介绍 T5训练目标的原始文本进行随机遮蔽后，可以得到：

The cute [MASK] [MASK] in the [MASK] .
其中特殊标记 [MASK]表示对应位置的词被遮蔽。模型需要结合上下文信息，通过自注意力机
制生成该位置的上下文特征表示，并据此预测被遮蔽的词。尽管 BERT的训练目标包含对缺失
词的预测，但由于其并不包含自回归式的解码器部分，因此主要能力在于对输入文本进行特征
提取与语义编码，更适用于如文本分类和序列标注等文本理解任务，通常并不能直接用于文本
生成任务。在编码过程中，由于整个输入序列是完整可见的，编码器的自注意力机制允许每个
位置同时利用其前后位置的信息，从而使 BERT具备双向上下文建模与表征能力（即同时兼顾
上文与下文信息）。
与 BERT相反，GPT（Generative Pre-trained Transformer）仅采用 Transformer的解码器部分

[54]。其预训练目标遵循 “下一词元预测”（Next-token Prediction）范式，即在给定上文的条件下，
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图 7.27: BERT 与 GPT 的架构及注意力机制对比。(a)BERT 仅采用 Transformer 的编码器结构，
其注意力机制为双向注意力，可同时利用上下文信息。(b)GPT仅采用 Transformer解码器结构，
其注意力机制为单向的因果注意力，只能关注当前位置之前的信息。

预测文本序列中的下一个词元。尽管 GPT仅使用 Transformer解码器架构（如图7.27(b)所示），
但它不仅能够用于文本生成，也可以用于文本编码和语言理解。在文本生成过程中，GPT采用
自回归生成策略：模型首先根据已有上文预测下一个词元，然后将该词元追加到已有上文末尾；
随后再基于扩展后的上文继续预测下一个词元，如此循环迭代，直到生成表示结束的特殊标记
为止。在用于文本编码时，通常将解码器顶层输出的最后一个词元的隐表示作为整个输入文本
的语义表示。

GPT所采用的 “给上文、补下文”的下一词元预测的预训练范式，与许多自然语言处理任务
的形式高度一致，因此比较适合在大规模预训练的基础上，针对各类下游任务进行微调。例如，
机器翻译可视为给定源语言的上文、生成目标语言下文的过程；问题回答可看成给定提问内容
的上文、生成标准回答下文的过程；多轮对话可视为给定交互历史的上文、生成适合回复下文
的过程。即使是传统的文本分类任务，也可以通过补充提示（Prompt）的方式转化为生成任务。
例如，在需要分类的文本之后补充 “根据以上对电影的评价，在好评、中评、差评中做出判断”
的提示，便能引导 GPT模型生成 “好评”、“中评”或 “差评”之一作为分类结果。研究表明，在
经过大规模预训练之后，GPT这类仅基于解码器的模型在多种语言任务上的性能可以达到甚至
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超过同时包含编码器与解码器的模型 [2]。此外，单向因果注意力在自回归推理时能够通过键值
缓存6（KV Cache）机制避免重复计算，表现出了良好的推理效率。这些优势使纯解码器架构逐
渐成为了以 ChatGPT[12, 50]为代表的生成式大语言模型（Large Language Model, LLM）的主流
架构。表7.4总结了上述的四种代表性预训练语言模型。关于生成式大语言模型的完整训练流程，
我们将在后续强化学习相关章节中进一步介绍。

表 7.4: 代表性预训练语言模型

语言模型 模型架构 预训练目标 核心能力 典型应用（不限于）

GPT [54] （2018年 6月） 纯解码器 下一词元预测 语言生成 问答、对话、代码生成

BERT [18]（2018年 10月）纯编码器 掩码语言模型 语义理解 分类、标注、信息抽取

T5 [55] （2019年 10月）编码器-解码器 删除片段重建 序列转换 翻译、摘要、文本纠错

BART [43]（2019年 10月）编码器-解码器 去噪自回归 序列转换 翻译、摘要、文本纠错

7.8 深度生成模型

上一节我们讨论了语言生成模型，本节则主要探讨图像生成模型。本节所介绍的基本原理
与模型并不仅限于图像生成，还可以扩展到视频、语音，甚至分子与蛋白质结构等数据的生成。
尽管这些对象在物理意义与数据维度上存在差异，但从机器学习的角度来看，它们都可以统一
表示为张量形式的数据。

图像生成模型的目标是学习真实图像的数据分布。具体而言，给定来自某一目标分布的观测
数据 x，生成模型的学习目标是显式地估计或隐式地逼近这些观测数据所服从的概率分布 p(x)。
一旦模型完成学习，我们便可以通过从该分布 p(x)中采样（Sampling）来生成新的图像。在实
际建模中，由于图像数据一般是高维的，我们通常并不直接从分布 p(x)中进行采样，而是构造
一个可计算的生成过程，使得模型所生成的样本服从分布 p(x)，从而相当于从该分布中采样出
了一个新样本。以生成猫的图像为例。现实世界中有各种各样的猫，因此也存在大量不同猫的
图像。在机器学习中，我们通常将这些猫的图像视作来自某一概率分布 pcat(x)。该分布会对 “更
像猫”的图像赋予更高的概率，而对 “不像猫”的图像赋予较低的概率。因此，一张图像 “是否
是猫”或者 “是否像猫”的主观判断便可以转化为该图像在数据分布 pcat(x)下出现概率的大小。
猫的图像的生成任务则可以表述为：从学习到的数据分布 pcat(x)中进行采样，从而生成符合猫
视觉特征的新图像。

在实际应用中，我们往往希望能够指定或控制生成图像的内容。例如，我们希望生成一只
带有黑白斑点的小猫。这种以自然语言或其他形式给出的约束性要求，在机器学习中称为生成
条件，通常记为 c。在这种情况下，原本学习无条件数据分布 p(x)的问题就转化为学习条件概

6由于采用单向因果注意力，已输入或生成词元所对应的键向量（Key）和值向量（Value）在后续生成过程中不会再
发生变化，因此可以将其缓存并在后续注意力计算中直接复用，从而避免重复计算。
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率分布 p(x|c)。条件生成赋予了模型更高的灵活性与实用价值。通过改变条件 c的内容，我们
可以对最终生成图像的语义和内容进行控制。例如，我们可以将条件修改为 “生成一只有大大
眼睛、圆圆脑袋的花狸猫”，从而引导模型生成符合该描述的图像。理想情况下，条件生成模型
能够接受任意给定的条件 c，并生成与该条件一致且视觉上逼真的图像。

7.8.1 变分自编码器

在探讨变分自编码器之前，我们先介绍自编码器（Autoencoder）。自编码器的基本原理较为
直观。如图7.28所示，模型首先通过一个编码器 f，将原始数据空间中的输入图像 x映射到表
示空间中的隐表示 z；随后，再通过一个解码器 g，从隐表示 z重构出与原始图像尽可能相似的
重构结果 x′。当重构图像 x′ 与原始输入 x存在差异时，模型会利用基于二者差异定义的重构
损失函数对编码器与解码器进行联合训练，从而使重构结果尽可能接近原始输入。值得注意的
是，自编码器名称中的 “自”，并非 “自动”的含义，而是强调 “自我”，即模型以输入数据本身作
为学习目标：输入图像既是模型的输入，也是模型希望重构的输出。由于训练过程中不需要人
工标注，因此自编码器属于一种典型的自监督学习（Self-supervised Learning）方法。模型通过
这种 “自我重构”的过程学习数据的有效隐表示（即编码）。

!
"

#(!)
!

编码器 解码器

原始数据空间 重构数据空间表⽰空间 !!

"

!
重
构
损
失

图 7.28: 自编码器示意图。输入图像 x经编码器 f 映射为隐表示 z，再通过解码器 g 从 z 重构
出图像 x′。模型通过最小化 x与 x′之间的重构损失对编码器和解码器进行端到端的联合训练。

良好的隐表示（Latent Representation）通常是低维的（相对于高维的图像输入空间而言）。
这是因为真实世界中的图像往往夹杂着大量的随机噪声与冗余信息，而隐表征的核心目标是去
除这些噪声与冗余，从而提取出能够表征图像本质语义的关键特征。这些语义信息通常具有一
定的不变性，即不会随着光照条件、拍摄角度、背景环境等因素的变化而发生本质改变。这种
低维隐表示不仅有助于提取数据中的核心语义信息，还能够降低数据存储与传输的开销，并在
一定程度上提升模型的泛化能力。

自编码器中的编码器通常可以采用第7.3节所介绍的卷积神经网络将输入图像逐步压缩为
指定维度的隐表示，而解码器则需要从低维隐表示逐步重构出高维图像，其本质上是一个升维
的过程。一种常用的升维方法是采用转置卷积（Transposed Convolution）。转置卷积通过一个
k← k的卷积核，将输入特征图中的每一个元素映射为一个 k← k的局部区域，从而实现空间维
度的扩张。具体而言，它将输入特征图中每一位置的元素与卷积核相乘，从而在输出特征图中
的相应位置生成一个 k ← k 的局部矩阵。相邻或相近输入元素所产生的局部区域在输出特征图
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中可能发生重叠，此时重叠位置的数值将进行累加。如图7.29所示，一个 3← 3的卷积核在步长
（Stride）为 1时，可以将 2← 2的输入特征图扩展为 4← 4的输出特征图；当步长设为 2时，则
可以生成 5 ← 5的输出特征图。这里的步长表示相邻输入元素在输出特征图中对应局部区域之
间的位移。需要注意的是，转置卷积并不是普通卷积操作的逆运算，而是一种带有可学习参数
的上采样（Upsampling）方法，因而被广泛应用于图像生成任务中。
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图 7.29: 转置卷积示意图。对于一个 2← 2的输入特征图，转置卷积首先将其中每个元素与一个
3← 3的卷积核相乘，从而生成对应的 3← 3局部区域；随后，根据步长将这些局部区域放置到
输出特征图中的相应位置，并对重叠位置的数值进行累加，最终得到输出特征图。其中，步长
表示相邻输入元素在输出特征图中对应局部区域之间的位移。

基于转置卷积可以构建如图7.30所示的卷积生成网络 [53]。该网络首先利用一个全连接层
（线性层）将 100维的隐表示 z映射为 16, 384维的向量，并将其重塑（Reshape）为 1024幅 4←4

的特征图；然后网络连续使用 4个多通道转置卷积层，每个转置卷积层均采用 5← 5的卷积核和
步长（Stride）为 2的上采样设置，从而使特征图的空间分辨率逐步翻倍。在前 3个转置卷积层
之后，网络依次进行批量归一化和基于 ReLU激活函数的非线性变换；而在最后一个转置卷积
层之后，则直接通过 Tanh激活函数进行非线性映射，最终生成一幅分辨率为 64 ← 64（含 3个
通道）的图像。在实际应用中，输入的隐表示维度、输出图像的分辨率，以及各转置卷积层的
通道数与空间尺寸等，都可以根据具体任务需求进行调整与优化。

分别为编码器和解码器选定适合的神经网络结构后，自编码器的参数训练过程便比较直观。
给定一个包含 N 张图像的训练数据集 D = {xi}Ni=1，其中 xi 表示第 i张图像对应的向量表示。
在训练过程中，样本 xi首先通过编码器 f 进行特征压缩与降维，生成相应的隐表示 zi = f(xi)；
随后，解码器 g 以该隐表征作为输入进行重构，输出恢复后的图像 x′

i = g(zi)。为了使重构结
果尽可能接近原始输入，自编码器通常采用所有原始样本 xi 与其重构结果 x′

i 之间的均方重构
损失（即 -2范数的平方损失）作为损失函数：

L =
1

N

N∑

i=1

→x′
i ∇ xi→2 (7.151)

训练通常以小批量的方式进行（如图7.30所示的卷积生成网络中也需要使用批量归一化），并以
最小化损失函数为目标，采用随机梯度下降法对编码器与解码器的参数进行端到端的联合优化。
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图 7.30: 基于转置卷积的卷积生成网络。网络先通过一个全连接层将 100维隐表示转换成维度
为 16, 384的高维向量，并将其重塑为 1024幅 4← 4的特征图；随后，连续使用 4个多通道转置
卷积层，逐步提升特征图的空间分辨率，最终生成一幅分辨率为 64← 64（含 3个通道）的图像。

为何如公式7.151所示的均方重构损失适合作为自编码器的训练目标？从重构的角度来看，
这一问题似乎比较直观，即其目标是在欧几里得表示空间中尽可能最小化原始样本与重构结果
之间的距离。然而，若从更深层的统计学视角来看，生成模型的底层逻辑通常是先对数据分布
p(x)进行建模，然后通过最大化对数似然来优化模型参数。在这一理论框架下，我们首先需要
为高维图像数据选择合适的概率分布模型。现实世界中的图像数据结构复杂、变化丰富，其真实
数据分布 p(x)通常表现为复杂的多峰（Multi-modal）特性，难以使用简单的单峰分布直接进行
建模。如图7.31(a)所示，一种经典的统计学方法是采用在第2.5节介绍的混合高斯模型（Mixture
of Gaussians）。混合高斯模型将复杂分布表示为K 个离散高斯子成分的线性叠加：

pψ(x) =
K∑

k=1

πkN (x|µk,Σk) (7.152)

其中 ψ = {µk,Σk}Kk=1。每个 N (x|µk,Σk)称为混合高斯模型的子成分，πk 为混合系数，需要
满足以下条件：

K∑

k=1

πk = 1, 0 ⇒ πk ⇒ 1 (7.153)

理论上，通过组合足够多的子成分并调整它们的均值、协方差及混合系数，离散混合高斯模型
几乎可以以任意精度逼近任何复杂的分布。然而，对于现实世界中的图像数据，我们通常无法
事先确定需要多少个高斯子成分，即难以确定 K 应取何值才能充分刻画真实数据分布。因此，
自编码器将离散的有限混合扩展为连续混合高斯模型（Continuous Mixture of Gaussians），从而
在理论上可以容纳无限多个高斯子成分（即让K √×）。随之而来的问题在于：我们无法直接
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学习无限多个高斯子成分对应的均值与协方差参数。解决方法是将这些高斯子成分的参数表示
为关于连续隐变量 z的非线性函数。在自编码器框架中，这一非线性映射是由解码器 gθ实现的
（θ表示其参数）。如图7.31(b)所示，解码器 gθ 以连续隐变量 z为输入，输出该隐变量所对应的
高斯子成分的均值 gµθ (z)与协方差 gΣθ (z)。由此，数据的生成过程可以建模为：首先给定一个隐
变量 z，然后从以解码器输出为参数的条件高斯分布中采样生成数据 x，即：

pθ(x|z) = N (x|gµθ (z), g
Σ
θ (z)) (7.154)
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图 7.31: 离散混合高斯模型与连续混合高斯模型。(a)离散混合高斯模型：通过有限个（共K个）
高斯子成分的加权叠加来逼近复杂数据分布。(b)连续混合高斯模型：自编码器将离散混合扩展
到连续隐空间，从而在理论上能够容纳无限多个高斯子成分。核心思想是将高斯子成分的参数
（均值与协方差）表示为关于连续隐变量 z 的非线性函数（即解码器），从而将数据的生成过程
建模为对条件高斯分布 pθ(x|z) = N (x|gµθ (z), gΣθ (z))的采样过程。此例子改编自文献 [70]。

在选择采用连续混合高斯模型来建模数据分布之后，我们可以通过最大化分布 p(x)的对数
似然来推导出模型的优化目标。在上述分析中，我们已经获得了数据的条件概率分布 pθ(x|z)。
为了得到观测数据的边缘分布 pθ(x)，我们需要将该条件概率对隐变量的先验分布 p(z)求期望，
这等价于在整个连续隐空间上对隐变量进行积分：

pθ(x) =

∫

z
p(z)pθ(x|z) dz =

∫

z
p(z)N (x|gµθ (z), g

Σ
θ (z)) dz (7.155)

为了简化后续的推导，我们需要对条件概率分布引入一些合理的简化假设。在图像生成任务中，
我们通常假设在给定隐变量 z的条件下，生成的图像数据 x服从一个各向同性的多维高斯分布，
其协方差矩阵为 σ2I，其中 σ2是一个常数超参数，而 I为单位矩阵。这一假设意味着，在给定
隐表示 z的条件下，生成图像 x的各个像素点（或特征的各个维度）之间的噪声被认为是相互
独立且同分布的，并且都服从均值为 0、方差为 σ2的高斯分布。此外，该条件高斯分布的均值
由解码器直接预测，即 gµθ (z) = x′。结合上述假设与分析，数据的边缘分布公式7.155可改写为：

pθ(x) =

∫

z
p(z)pθ(x|z) dz =

∫

z
p(z)N (x|x′,σ2I) dz (7.156)
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由于传统自编码器并未对隐表示 z的分布施加任何约束，其编码器 f 针对某一特定样本给出的
隐表示 z0只能被视为隐空间中的一个确定性点。从统计学的角度来看，这等价于假设隐变量的
分布服从狄拉克 δ函数（Dirac Delta Function），即 p(z) = δ(z ∇ z0)。狄拉克 δ函数是一种广义
的概率密度函数，其全部概率质量都集中在 z0 这一单点上。具体而言，它在除 z = z0 以外所
有点上的值都等于零，且在整个定义域上的积分为 1。因此，在计算条件概率 pθ(x|z)关于隐变
量分布 p(z)的期望时，由于 δ 函数会将积分退化为在 z0 一点处的取值，最终积分结果等价于
该点处的条件概率本身：

pθ(x) =

∫

z
p(z)pθ(x|z) dz =

∫

z
δ(z ∇ z0)pθ(x|z) dz = pθ(x|z0) (7.157)

综上所述，数据的对数似然可以推导如下（假设输入数据维度为 D）：

log pθ(x) = log pθ(x|z0)

= logN (x|x′,σ2I)（gµθ (z0) = x′）

= log
1

(2π)D/2|σ2I|1/2
exp

(
∇1

2
(x∇ x′)→(σ2I)−1(x∇ x′)

)
（多维高斯分布定义）

= log
1

(2πσ2)D/2
exp

(
∇1

2
(x∇ x′)→(σ2I)−1(x∇ x′)

)
（|σ2I| = σ2D）

= log
1

(2πσ2)D/2
exp

(
∇→x∇ x′→2

2σ2

)
（(σ2I)−1 =

1

σ2
I）

= ∇D

2
log(2πσ2)

︸ ︷︷ ︸
常数项

∇ 1

2σ2︸︷︷︸
常数项

→x∇ x′→2 （假设噪声方差 σ2为常数超参数）

从上述推导的最终结果可以看出：在假设数据的条件概率分布服从多维高斯分布且噪声方差 σ2

为常数超参数的前提下，最大化数据的对数似然等价于最小化原始样本 x与重构样本 x′ 之间
的欧几里得均方重构误差（即公式7.151）。

在本节开篇中，我们提到 “生成即采样”的思想，即生成本质上是从某种学习到的概率分布
中随机采样，再根据采样结果生成新图像的过程。在自编码器的训练过程中，仅依赖均方重构
损失只能保证模型能够对训练样本进行准确重构，却没有对隐表示空间的整体结构施加有效的
约束。这可能导致学习得到的隐空间呈现出高度的不连续性，并存在大量未被训练样本覆盖的
“空白区域”。如图7.32所示，仅通过均方重构损失学习到的隐表示空间，虽然在一定程度上实现
了对原始数据的降维，但其结构复杂性仍可能与原始数据空间相当。这意味着：尽管模型能够
较好地重构已有样本，但从隐空间中随机采样得到的点很可能落入空白区域，从而无法通过解
码器生成合理的新图像。

基于上述分析，为了在生成过程中能够在隐表示空间中进行有效采样，我们需要对隐空间
的结构施加约束，即假设隐表示服从某种结构简单且易于采样的已知分布。通常，我们会规定
隐表示的先验分布 p(z)服从均值为 0、协方差矩阵为单位矩阵 I的多元标准高斯分布，即：

p(z) = N (z|0, I) (7.158)
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! "

图 7.32: 自编码器所学习到的表示空间可能并不适用于采样生成。在训练过程中，仅依赖均方
重构损失进行优化并不能保证习得的隐表示空间具有良好的连续性与紧致性，其复杂度可能与
原数据空间相当，因而难以通过直接对其采样来生成新的图像。

在这一假设下，隐变量 z 不再是隐空间中确定的一个单点，而是一个随机变量。因此，它将与
观测数据 x共同构成联合分布 p(x, z) = p(z)pθ(x|z)（其中 θ是解码器的参数）。为了获得观测
数据的边缘分布 p(x)，我们需要在整个隐空间上对联合分布进行积分：

p(x) =

∫
p(x, z) dz =

∫
p(z)pθ(x|z) dz (7.159)

然而，上述积分通常是不可行的（Intractable）。这是因为由深度神经网络建模的条件分布 pθ(x|z)
具有高度复杂的非线性结构，导致该积分无法获得解析解。

获得数据边缘分布 p(x)的另一种思路是借助概率的链式法则（Chain Rule of Probability）：

p(x) =
p(x, z)

p(z|x) (7.160)

上式中的 p(z|x)描述了给定观测数据时隐变量的真实后验分布，然而，这一真实后验分布通常
是未知且难以直接计算的。为此，我们需要引入变分推断（Variational Inference）对其进行近似。
变分推断的核心思想是：引入一个具有可学习参数 φ且形式相对简单的分布 qφ(z|x)来尽可能
地逼近未知的真实后验分布 p(z|x)。在变分自编码器（Variational Autoencoder）中，分布 qφ(z|x)
正是由变分编码器（Variational Encoder）来建模的，其作用是根据输入样本 x预测对应隐变量
z的概率分布，而不再仅仅输出一个确定性的隐表示。

我们可以通过以下对数似然的推导过程来理解引入变分推断后对优化目标的影响：

log p(x) =

∫
qφ(z|x) log p(x) dz （因为

∫
qφ(z|x) dz = 1）

= Eqφ(z|x)[log p(x)] （连续随机变量的期望定义）

= Eqφ(z|x)

[
log

p(x, z)

p(z|x)

]
（概率链式法则公式7.160）

= Eqφ(z|x)

[
log

p(x, z)qφ(z|x)
p(z|x)qφ(z|x)

]
（分子和分母同乘 qφ(z|x)）

= Eqφ(z|x)

[
log

p(x, z)

qφ(z|x)

]
+ Eqφ(z|x)

[
log

qφ(z|x)
p(z|x)

]

= Eqφ(z|x)

[
log

p(x, z)

qφ(z|x)

]
+DKL(qφ(z|x)→p(z|x)) （根据 KL散度的定义）
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在第2.4节中，我们已知 KL散度（Kullback–Leibler Divergence）可用于衡量两个概率分布之间
的距离，并且其取值始终非负。因此，我们有：

log p(x) = Eqφ(z|x)

[
log

p(x, z)

qφ(z|x)

]
+DKL(qφ(z|x)→p(z|x))︸ ︷︷ ︸

≥ 0

∥ Eqφ(z|x)

[
log

p(x, z)

qφ(z|x)

]

︸ ︷︷ ︸
证据下界（ELBO）

由于 KL散度始终非负，因此观测数据的对数似然 log p(x)总是大于或等于上式中的证据下界
（Evidence Lower Bound, ELBO）。通过调整模型参数以最大化 ELBO，可以带来两个重要且期望
的结果。一方面，由于 ELBO是对数似然 log p(x)的下界，因此最大化 ELBO将间接推动数据
对数似然的提升，从而提高模型对数据分布的拟合能力。另一方面，在对数似然 log p(x)固定
的情况下，最大化 ELBO等价于最小化变分分布 qφ(z|x)与真实后验分布 p(z|x)之间的 KL散
度，从而使变分编码器所学习到的近似后验尽可能逼近真实后验分布。

从上述分析可以看出，通过引入变分推断，使得最大化数据的对数似然转化为了最大化其
证据下界。为了推导出具体的损失函数，我们对证据下界 ELBO做进一步展开：

Eqφ(z|x)

[
log

p(x, z)

qφ(z|x)

]
= Eqφ(z|x)

[
log

pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x)

]
（概率链式法则）

= Eqφ(z|x) [log pθ(x|z)] + Eqφ(z|x)

[
log

p(z)

qφ(z|x)

]

= Eqφ(z|x) [log pθ(x|z)]︸ ︷︷ ︸
重构项

∇DKL(qφ(z|x)→p(z))︸ ︷︷ ︸
先验约束项

（KL散度的定义）

因此，最大化证据下界等价于同时最大化重构项并最小化先验约束项。上述两项都具有明确且
直观的意义。第一个重构项保证了解码器 pθ(x|z)能够从变分后验分布 qφ(z|x)采样得到的隐变
量 z 中尽可能重构出原始观测样本 x。第二个先验约束项则迫使变分后验分布 qφ(z|x)尽可能
与我们预设的先验分布 p(z)相似，从而让编码器 qφ(z|x)能够学习一个连续的概率分布，而不
是退化为一个单点的狄拉克 δ函数，从而保证隐空间具有良好的连续性与可采样性。

变分推断需要为近似后验分布 qφ(z|x)选择形式相对简单的概率分布。我们通常采用协方
差矩阵为对角形式的多元高斯分布：

qφ(z|x) = N (z|µφ(x), diag(σ2
φ(x))) (7.161)

其中 µφ(x)和 σ2
φ(x)分别表示由深度神经网络编码器输出的均值向量与方差向量，diag(·)表示

以该向量元素构成对角线的对角协方差矩阵。由于隐变量的先验分布 p(z)被设定为多元标准高
斯分布，而两个多元高斯分布之间的 KL散度存在如下通用的解析形式：

DKL(N (µ1,Σ1)→N (µ2,Σ2)) =
1

2

(
tr(Σ−1

2 Σ1) + (µ2 ∇ µ1)
→Σ−1

2 (µ2 ∇ µ1)∇D + log
|Σ2|
|Σ1|

)

其中 D为高斯分布的维度，tr(·)表示矩阵的迹，而 | · |表示矩阵的行列式。
得益于对近似后验分布与隐变量先验分布的特定选择，证据下界中的先验约束项（即 KL
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散度）存在闭式解，而证据下界中的重构项通常无法直接计算，需要借助蒙特卡洛估计（Monte
Carlo Estimation）进行近似。蒙特卡洛估计（详见第10章）的核心思想是：通过从目标分布中随
机采样，并利用样本均值来近似难以直接计算的期望值。根据大数定律，当采样数量足够大时，
样本均值会逐渐收敛到真实的期望值。因此，变分自编码器的代价函数可以写成如下形式：

J (φ,θ) = ∇Eqφ(z|x) [log pθ(x|z)] +DKL(qφ(z|x)→p(z))

⟩ ∇ 1

L

L∑

l=1

log pθ(x|z(l))

︸ ︷︷ ︸
重构项

+DKL(qφ(z|x)→p(z))︸ ︷︷ ︸
先验约束项

(7.162)

其中 {z(l)}Ll=1 表示对于给定观测样本 x，从变分后验分布 qφ(z|x)中进行独立同分布采样得到
的 L个隐表示，用于对重构项中的期望进行蒙特卡洛近似。变分自编码器的编码器与解码器通
常均由深度神经网络构建，并采用随机梯度下降法及其变体进行优化。然而，蒙特卡洛估计所
需的随机采样过程是不可导的，这会导致梯度在反向传播过程中因采样而中断。为了解决这一
问题，需要引入重参数化（Reparameterization）技巧。其核心思想是：将待采样的随机变量表示
为确定性函数与随机噪声变量的组合，从而将随机性与模型参数分离，使模型参数仍然能够通
过反向传播进行优化。以一维高斯分布为例，假设随机变量 x服从均值为 µ、方差为 σ2的高斯
分布 N (x|µ,σ2)。通过重参数化，样本 x可以改写为：

x = µ+ εσ (7.163)

其中 ε ∗ N (ε|0, 1)为服从标准高斯分布的随机噪声。换言之，任意高斯分布都可以看作是由标
准高斯分布经过线性变换后得到：即先对标准高斯噪声进行缩放（乘以目标标准差 σ），再进行
平移（加上目标均值 µ）。因此，从任意高斯分布中的采样过程，可以等价地转化为：先从标准
高斯分布中采样得到 ε，再对其进行确定性的线性变换。如此，随机性便被转移到了与模型参数
无关的噪声变量 ε中，而变量 x则成为关于 µ与 σ的可导函数。因此，损失函数关于 x的梯度
仍然能够反向传播到 µ和 σ。同理，从如公式7.161所示的多元高斯近似后验分布 qφ(z|x)中采
样得到的隐变量 z也可以写为：

z = µφ(x) + φ⟨ σφ(x) (7.164)

其中 φ ∗ N (φ|0, I)为多元标准高斯分布，符号 ⟨表示向量的逐元素相乘，而 µφ(x)与 σ2
φ(x)

分别为编码器神经网络输出的均值向量 fµ
φ (x)与方差向量 fΣ

φ (x)（协方差矩阵为对角矩阵）。
引入上述重参数化技巧后，变分自编码器重构项的前向计算如图7.33所示（隐空间中分布

的均值向量与方差向量分别简写为 µz 和 σ2
z）。其具体的计算步骤如下：

首先从训练集中随机采样一个原始观测样本 x，并利用编码器网络 fφ 预测该样本在隐空
间中所对应高斯分布的均值向量 µz = fµ

φ (x)和协方差矩阵的对角线元素 σ2
z = fΣ

φ (x)；
然后利用重参数化公式7.164，结合从标准高斯分布中采样得到的随机噪声 φ，生成对应的
隐变量表示 z = µz + φ⟨ σz（为了表示简洁，图7.33中省略了逐元素相乘符号 ⟨）；
接着将 z输入解码器网络 gθ，得到重构样本 x′；
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最后以最小化原始样本与重构样本之间的均方误差 →x′∇x→2来联合优化编码器参数 φ与
解码器参数 θ。

正如前文所述，在假设观测数据的条件概率分布服从多元高斯分布且噪声方差为常数超参数的
前提下，最大化数据的对数似然完全等价于最小化原始样本 x与重构样本 x′之间的欧几里得均
方误差。另一方面，代价函数中的先验约束项在后验分布与先验分布均为高斯分布时，可以直
接利用 KL散度的解析式进行计算与优化。在变分自编码器的参数训练过程中，重构项与先验
约束项共同作用、相互制衡。重构项迫使模型捕捉输入数据的关键特征，将不同观测样本的隐
表示映射到隐空间中的独特位置，以确保解码器能够准确重构；而先验约束项则可以视为一种
正则化，它通过 KL散度将每个样本对应的条件后验分布 qφ(z|x)约束到预设的先验分布 p(z)。
这两部分目标的共同作用，使得隐空间既能够保留数据的关键信息，又具有良好的连续性与平
滑性。也就是说，隐空间中彼此接近的隐变量通常对应着语义上相似的数据样本。当模型训练
正常收敛后，我们可以直接从标准高斯先验分布 p(z)中进行随机采样，并将采样得到的隐变量
送入解码器网络，从而生成训练集中未曾出现过、但仍符合真实数据分布特征的新样本。

!
编码器 解码器

!∅ ""

"! = $∅#(!)
!!
"!"

"!
"! + ()!

)!$ = $∅%(!)
"& = *'#("! + ()()
)&$ = *'%("! + ()!)

+∅ ,|! = . , $∅#(!), diag $∅%(!) 4' !|, = . ! *'#(,), diag *'%(,)

图 7.33: 变分自编码器的编码与解码流程示意图。输入样本首先通过编码器计算出其在隐空间
中对应的多元高斯分布的均值与方差。然后从该分布中随机采样出一个隐表示，并将其输入解
码器以重构原始输入样本。最终通过比较原始样本与重构结果之间的差异来计算重构损失。

根据神经网络的通用近似定理，只要网络具备足够的深度或宽度，理论上它就能够以任意
精度逼近紧集上的复杂连续非线性函数。这在数学上保证了解码器网络具备足够的能力将简单
的多元标准高斯分布映射到复杂的真实数据分布 p(x)。在构建出良好的隐空间之后，我们不仅
能够进行无条件随机采样，还可以对其进行操控或者引入条件约束以实现定向的控制生成。以
“文本引导”的条件生成为例。在训练阶段，首先利用预训练语言模型（如第7.7节介绍的 BERT
或 GPT模型）作为文本编码器，将图像的语义文字描述转化为文本特征向量；随后将该文本特
征向量与隐空间中采样得到的隐表示进行拼接（Concatenation），共同作为解码器网络的输入进
行训练。在生成（或推理）阶段，采取完全相同的流程，即将期望生成图像的文本描述输入相
同的文本编码器，提取其文本特征向量，并将其与从标准高斯分布中随机采样得到的隐表示向
量进行拼接。解码器在接收到这一包含了语义引导信息的向量后，便能定向生成与文本描述相
符的图像。值得注意的是：由于随机采样得到的隐变量不同，即使输入相同的文本描述，模型
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也能够生成内容细节各异但语义一致的多种结果。这种机制使得生成模型不仅能够 “理解”文本
语义，还能够在满足语义约束的前提下生成丰富、多样的内容。

7.8.2 生成对抗网络

生成模型的核心目标是使生成或合成的数据与真实数据尽可能的相似。此前所介绍的变分
自编码器主要采用重构的思想来显式建模观测数据的分布 p(x)，从而使其解码器（即生成器）
能够生成与真实数据相似的图像。然而，我们是否有一种方法能够直接衡量生成器所生成图像
与真实图像的相似程度呢？生成对抗网络（Generative Adversarial Network, GAN）提供了一种全
新且直观的思路：如果一个训练良好的判别器（通常为分类器）完全无法区分合成图像和真实
图像，那么便可以认为这些合成数据已经与真实数据足够相似 [26]。

具体而言，生成对抗网络同时训练两个神经网络：生成器（Generator）负责将随机噪声映
射为合成图像；而判别器（Discriminator）负责判断输入图像究竟来自真实数据集，还是由生成
器合成得到。在训练过程中，生成器与判别器处于一个典型的双人零和博弈（Zero-sum Game）
中：生成器的目标是最大化判别器的误判概率，即让其生成的图像能够 “骗”过判别器；而判别
器的目标则是尽可能准确地将生成图像与真实图像区分开来。两者相互对抗，并在对抗中不断
提升各自的能力。在理论上理想的情况下，当模型达到博弈的纳什均衡（Nash Equilibrium）时，
生成器将能够完美地捕获真实数据的分布，实现 “以假乱真”；而此时的判别器由于完全无法从
概率上分辨图像的真伪，其预测概率将稳定在 0.5，即与随机猜测无异。需要指出的是，这里的
“判别器预测概率为 0.5”并不意味着判别器性能退化，而是意味着生成图像与真实图像在统计
意义上已经无法区分。这表明生成器成功学习到了真实数据的分布。在实际应用中，人们通常
更加关注训练完成后的生成器，因为它将承担生成新图像的任务；而判别器主要作为训练阶段
的辅助模块，为生成器提供学习信号和优化方向。

⽣成器（Generator） 判别器（Discriminator）

⼆
分
类

z

随
机
⾼
斯
噪
声

⽣成或真实图像

图 7.34: 生成对抗网络示意图。生成器以随机噪声向量为输入，并生成相应的合成图像；判别器
以真实图像或生成图像为输入，输出输入样本属于真实图像的概率。训练过程中，生成器试图
生成更加逼真的图像以欺骗判别器，而判别器则尽力区分真实图像与生成图像。两者通过对抗
形成双人零和博弈（Two-player Minimax Game）。经过多轮对生成器与判别器的交替优化之后，
生成分布逐渐逼近真实数据分布，并最终达到纳什均衡。
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正如文献 [26] 中所采用的经典比喻，生成对抗网络的训练过程可以看作一场持续进行的
“猫鼠游戏”。在这一框架下，生成器类似于一伙假钞制造者（鼠），其核心目标是不断改进工艺，
试图制造并使用假币而不被发现；而判别器则类似于负责打击假币的警方（猫），努力提高侦查
技术以精准识别这些伪造的货币。在这场零和博弈中，竞争压力促使双方交替升级各自的方法
与技术。这种针锋相对的对抗与改进过程会不断演进，直到假钞的逼真程度与真品在统计上变
得难以区分。

如图7.34所示，生成对抗网络中的判别器通常采用卷积神经网络等架构。它以真实图像或
合成图像作为输入，并输出一个表示输入属于真实图像的概率值。假设真实图像服从数据分布
p(x)，并用Dφ(x)表示判别器将输入样本 x判定为真实图像（而非生成图像）的概率，其中 φ

是判别器网络的参数。为了使判别器能够正确识别真实图像，希望其对于来自真实数据分布的
样本输出尽可能接近于 1的概率。因此，对应的优化目标可以写为：

Ex∼p(x) [logDφ(x)] (7.165)

生成器 Gθ(z)则可以采用如图7.30所示的基于转置卷积的卷积生成网络，它以随机噪声向量 z

作为输入，并输出相应的合成图像。生成器的训练目标是最大化判别器的误判概率，即尽可能
让判别器将合成图像误判为真实图像。对于生成样本Gθ(z)，判别器希望其输出概率Dφ(Gθ(z))

接近于 0，即判定其为生成图像；而生成器则希望判别器的输出尽可能接近于 1，即使判别器将
生成图像误认为真实图像。因此，生成器通过优化其参数 θ来最小化如下期望：

Ez∼p(z) [log(1∇Dφ(Gθ(z)))] (7.166)

其中噪声分布 p(z)通常设为多元标准高斯分布，即 z ∗ N (z|0, I)。综合判别器与生成器各自的
优化目标（分别对应公式7.165和公式7.166），生成对抗网络的双人零和博弈（Two-player Minimax
Game）的目标函数（亦称价值函数）可以表示为如下的极小极大优化问题：

min
θ

max
φ

{Ex∼p(x) [logDφ(x)] + Ez∼p(z) [log(1∇Dφ(Gθ(z)))]} (7.167)

在实际训练过程中，为了使生成器与判别器这两者形成有效的对抗，通常采用交替迭代的
训练策略，即轮流更新判别器和生成器的参数，直至满足预设的停止条件。当更新判别器时，除
了使用真实图像作为正样本外，还需要利用当前生成器生成的合成图像作为负样本，以训练判
别器区分真实图像与生成图像的能力。具体而言，在判别器的每次更新过程中，分别从真实数据
分布和噪声分布中随机采样 B 个小批量样本，并利用蒙特卡洛方法对前述期望（即公式7.165）
进行近似。因此，判别器的经验优化目标可以表示为最大化如下对数似然：

1

B

B∑

j=1

(logDφ(xj) + log(1∇Dφ(Gθ(zj)))) (7.168)

其中 xj 表示小批量中的第 j个真实图像，zj 表示输入生成器的第 j个随机噪声向量。目标函数
中的第一项旨在鼓励判别器为真实图像输出更高的置信概率，第二项则旨在引导判别器对生成
的图像输出更低的概率值。通过同时优化这两项，判别器能够逐步精确构建区分真实图像与合
成图像的决策边界。生成对抗网络的训练过程如算法7.2所示，而训练的演进过程如图7.35所示。
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(a) (b) (d)(c)
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图 7.35: 生成对抗网络训练演进示意图。对抗训练通过交替更新判别器 Dφ(x)（红色虚线）与
生成器 Gθ(z)（蓝色实线）的参数，逐步推动生成分布向真实数据分布逼近。图中的绿色虚线
表示真实数据分布 p(x)。最下方水平线表示隐变量 z的取值空间，而上方水平线表示数据变量
x的取值空间，向上的箭头表示生成器所学习到的的映射关系 x = Gθ(z)。(a)生成分布与真实
数据分布仍存在一定差异，判别器能够在一定程度上区分真实样本与生成样本。(b)固定生成器
参数，更新判别器参数，使判别器能够更准确地区分真实样本与生成样本。(c)固定判别器参数，
更新生成器参数，使生成分布向真实数据分布进一步靠近，从而提高判别器的判别难度。(d)经
过多轮交替优化后，生成分布逐渐逼近真实数据分布，并最终达到纳什均衡。此时，判别器无
法有效区分真实样本与生成样本，其预测概率在全空间稳定为一条直线。此例来自文献 [26]。

算法 7.2:生成对抗网络训练算法
输入: 真实数据集 D = {xi}Ni=1、批量大小 B 和最大迭代次数 H。

1 初始化：随机初始化生成器参数 θ与判别器参数 φ，并设当前迭代次数 h = 1；
2 while h ⇒ H do
3 从真实数据集 D中随机采样 B 个真实样本 {x1, . . . ,xB}；
4 从多元标准高斯分布中随机采样 B 个噪声向量 {z1, . . . , zB}；
5 最大化以下经验目标函数（即公式7.168）来更新判别器参数 φ：
6 1

B

⎨B
j=1 (logDφ(xj) + log(1∇Dφ(Gθ(zj))))

7 最小化以下经验目标函数（即公式7.166）来更新生成器参数 θ：
8 1

B

⎨B
j=1 log(1∇Dφ(Gθ(zj)))

9 h∈ h+ 1；
输出: 经训练后得到的生成器参数 θ和判别器参数 φ。

在实际训练中，判别器本质上执行的是二分类任务，相较于复杂的图像生成任务，其拟合
与收敛速度通常较快。因此，在生成对抗网络训练的早期阶段，当生成器尚未具备良好的图像
生成能力时，判别器可以轻而易举地分辨出真实图像与合成图像。此时，对于生成样本 Gθ(z)，
判别器输出的概率 Dφ(Gθ(z))往往接近于 0。在这种情况下，生成器从判别器获得的梯度信号
会显著减弱，从而导致训练过程出现严重的梯度消失问题。为了缓解这一问题，并在训练初期
为生成器提供更强的学习信号，通常会将生成器的优化目标调整为最大化如下经验目标函数：

1

B

B∑

j=1

logDφ(Gθ(zj)) (7.169)
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其中 B是批量大小。上述对生成器优化目标的修正并不会改变博弈过程最终收敛至全局最优解
（纳什均衡点），但它能够在判别器过于强势的训练初期，为生成器提供较大的梯度，从而加速
模型的训练。

生成对抗网络同样可以扩展为条件生成对抗网络（Conditional GAN），以实现受控的条件生
成。仍以 “文本引导”的条件生成为例 [56]，其核心思想是将条件信息（文本）同时引入生成器
和判别器，从而引导模型学习文本语义与图像内容之间的对应关系。对于生成器，首先利用预
训练语言模型（如第7.7节介绍的 BERT或 GPT）将输入的文本描述转换为文本特征向量，然后
将该文本特征向量与随机噪声向量进行拼接，共同作为生成器的输入，以引导图像的定向生成。
对于判别器，其任务不再仅仅是判断输入图像是真实图像还是生成图像，还需要评估图像内容
是否与给定文本描述匹配。因此，在判别器提取图像特征的过程中，通常会将相同的文本特征
向量与图像特征进行融合，并基于融合后的联合表征完成最终判别。换言之，判别器不仅需要
识别图像的真实性，还需要判断图像与文本之间的语义一致性。当模型训练完成之后，在定向
生成阶段，只需要将文本描述转换为对应的文本特征向量，再与随机噪声向量进行拼接并输入
生成器，即可生成符合文本语义描述的新图像。

7.8.3 降噪扩散模型

训练完成后的变分自编码器在生成新图像时，首先从多元标准高斯分布中随机采样得到隐
变量，然后将其输入解码器网络生成图像。尽管根据神经网络的通用近似定理，只要解码器具有
足够的深度或宽度，理论上就能够将简单的多元标准高斯分布映射到复杂的真实数据分布 p(x)。
然而，变分自编码器试图通过一次映射，直接将随机采样得到的隐变量转换为高维且复杂的真
实图像。这种 “一步生成”的方式往往难以兼顾图像从宏观结构到微观纹理的多尺度特征。此外，
为了最小化均方重构损失，解码器在面对潜在的多峰真实分布时，倾向于输出所有可能图像的
统计平均值，从而导致其生成的图像在视觉上往往表现为边缘模糊和细节缺失。如图7.36(a)所
示，变分自编码器的核心机制可简化为：首先利用编码器 q(z|x)将原始图像 x映射到对应的隐
变量 z，再通过解码器 p(x|z)实现从隐变量到原图像的重构。为了克服单步生成的局限性，并能
够生成更清晰且细节更丰富的图像，一种自然的改进方案是采用 “分而治之”的思想，即将单步
生成扩展为包含多个中间隐变量的多步渐进式生成。降噪扩散模型（Denoising Diffusion Model）
的核心思想正是通过引入分层结构（即构建多个连续的隐层空间），将传统的单层变分自编码器
扩展为深度的分级变分自编码器（如图7.36(b)所示）。从这一视角来看，降噪扩散模型在本质上
可以理解为一种具有多层次隐变量（多级抽象）的生成模型 [46]。

多步生成同样始于从多元标准高斯分布中随机采样得到的隐变量。然而，与变分自编码器
的一步生成不同，逐步生成机制能够将复杂的生成任务分解为一系列相对简单的步骤，从而有
助于不同尺度信息的逐步形成与细化。通常情况下，在生成过程的早期阶段，模型倾向于首先
确定图像的整体布局和全局结构，例如物体的大致轮廓及其空间关系；中间阶段会逐渐形成更
加丰富的语义信息，例如颜色分布、形状特征以及组成部分之间的关系；而在生成过程的后期
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阶段，模型则进一步补充和完善局部细节，例如材质纹理、边缘结构以及其他高频信息。如果
将图像生成过程比作绘画，那么传统自编码器更像是一位初学者，试图通过一次落笔来完成整
幅写实作品。但由于任务过于复杂，往往只能得到大致的轮廓以及较为模糊的细节。相比之下，
扩散模型更像是一位经验丰富的画家：首先用简洁的线条勾勒出整体构图（高噪声阶段），随后
不断调整和丰富画面的主体结构（中噪声阶段），最后再用细致的笔触逐步描绘纹理、边缘和材
质等细节（低噪声阶段）。正是这种由粗到细、逐步细化的生成方式，使得扩散模型能够更好地
兼顾图像的全局结构与局部细节，从而生成更加清晰和逼真的图像。
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图 7.36: 变分自编码器与降噪扩散模型对比示意图。降噪扩散模型在本质上可以理解为将传统
“一步生成”的变分自编码器扩展为具有深度分层结构的多步渐进式生成模型。

尽管引入多层隐变量能够实现 “分而治之”的生成策略，将复杂的生成任务分解为多个相对
简单的步骤。与此同时，也带来了如何设计和学习中间隐变量分布的问题。如果不对这些中间
隐变量的分布及其状态转移路径施加适当的约束，模型将面临巨大的学习空间，需要同时学习
复杂的中间隐表示以及它们之间的转移规律，从而显著增加训练难度。为了解决这一关键问题，
降噪扩散模型引入了以下三个关键约束：

所有中间隐变量 zt的维度与真实数据 x的维度相同。
每个时间步的前向转移分布 q(zt|zt−1)无需学习，而预定为线性高斯模型。换言之，当前
时刻隐变量服从一个以前一时刻隐变量的线性函数为均值、协方差矩阵元素为预设时间
相关常数的多元高斯分布。
在最终时间步 T 时，隐变量 zT 的分布为一个多元标准高斯分布，即服从 N (zT |0, I)。

上述约束实际上规定了从真实数据 x到最终时间步的隐变量 zT（纯高斯噪声）的演化路程（即
前向扩散过程）。该过程通常通过逐步加入高斯噪声来实现，从而在多步变换后将真实数据逐渐
转化为标准高斯分布。由这些约束所确定的前向扩散轨迹，为学习其反向生成过程 p(zt−1|zt)

提供了明确的渐进去噪方向。在模型训练完成后，其生成过程从多元标准高斯噪声出发，通过
逐步反向去噪恢复出符合真实数据分布的图像。降噪扩散模型亦因此而得名。

为了符合降噪扩散模型的符号使用习惯，如图7.37所示，我们将时刻（或步骤）t对应的隐
变量由原先的 zt统一改写为 xt。在此符号体系下，整个扩散过程采用了统一的变量表示：真实
数据（如真实图像）记为 x0，中间特定时间步 t对应的隐变量记为 xt，而最终时间步 T 对应的
纯高斯噪声则记为 xT。
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图 7.37: 降噪扩散模型原理与状态转移示意图。其中 x0 表示真实观测数据（如自然图像），xT

表示纯高斯噪声，而 xt表示经过 t步加噪后得到的中间隐变量。每个条件分布 q(xt|xt−1)均被
建模为多元高斯分布，并满足马尔科夫性质，即当前状态 xt仅依赖于前一步状态 xt−1。

不同于变分自编码器，降噪扩散模型的前向编码器 q(xt|xt−1)并不包含可学习的参数，其
核心作用在于通过预先定义的加噪机制构造前向扩散过程，为训练反向生成过程中所使用的解
码器 p(xt−1|xt)提供明确的扩散轨迹。另一个需要特别注意的是，降噪扩散模型并非为每个特
定的时间步 t单独训练一个独立的解码器，而是在所有时间步中共享同一个解码器网络。训练
完成后，该解码器网络将在生成过程中被反复多次调用，以逐步完成从噪声到数据的去噪过程。
为了使同一个网络能够适应不同时间步对应的去噪任务，模型通常会将时间步 t作为额外条件
输入到解码器中。为了使整个前向扩散过程具有良好的统计性质，能够在所有时间步之间共享
同一个解码器网络，降噪扩散模型通常采用精心设计的加噪机制。其中一个核心原则是维持隐
变量方差的稳定性（Variance-preserving）：

Var[xt] = Var[xt−1] = I, t ≥ {1, . . . , T} (7.170)

这种方差保持特性使得不同时间步的隐变量始终处于相近的数值尺度，从而避免信号幅度在扩
散过程中出现过快衰减或增长。同时，它也使得同一个解码器网络能够在所有时间步上处理具
有相似统计特性的输入与输出，从而提高模型训练与推理过程的稳定性。因此，前向扩散过程
通常被预定义为：

q(xt|xt−1) = N (xt|
̸
αtxt−1, (1∇ αt)I) (7.171)

其中超参数 αt 会按照预先设定的方差调度策略（如线性或余弦调度）随时间步推进逐步递减，
以确保最终时刻隐变量的边际分布 p(xT )收敛到多元标准高斯分布。以下证明为何公式7.171所
定义的前向扩散过程能够保持方差的稳定性。假设：

Var[xt−1] = I (7.172)

根据前向加噪的定义，当前时刻的隐变量可表示为（即前一时刻隐变量的线性函数的均值）：

xt =
̸
αtxt−1 +

⎟
(1∇ αt)φ (7.173)
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其中 φ ∗ N (φ|0, I)为当前步引入的多元标准高斯噪声。由于 xt−1 与当前噪声 φ相互独立，则
隐变量 xt的协方差矩阵可以计算为：

Var[xt] = αtVar[xt−1] + (1∇ αt)Var[φ] = αtI+ (1∇ αt)I = I (7.174)

因此，若某一时刻隐变量的协方差矩阵为单位矩阵，则经过一步扩散后仍保持单位矩阵。由此
可见，前向扩散过程在逐步注入噪声的同时，能够保持隐变量的方差尺度不变。此外，前向扩
散过程通常假设满足马尔科夫性，即当前时刻的隐变量仅依赖于前一时刻的隐变量，而与更早
时刻的隐变量无关。因此，给定真实数据 x0后，前向扩散过程的联合条件概率分布可以写为：

q(x1:T |x0) =
T⎩

t=1

q(xt|xt−1) (7.175)

相应地，反向生成过程同样可建模为一个马尔科夫链，其联合分布可表示为：

p(x0:T ) = p(xT )
T⎩

t=1

pθ(xt−1|xt) (7.176)

其中 p(xT ) = N (xT |0, I)，而 θ表示解码器的参数。与变分自编码器类似，降噪扩散模型同样
可以通过最大化证据下界（ELBO）来优化解码器的参数：

log p(x) = log

∫
p(x0:T ) dx1:T （x即为 x0）

= log

∫
p(x0:T )q(x1:T |x0)

q(x1:T |x0)
dx1:T （分子和分母同乘 q(x1:T |x0)）

= logEq(x1:T |x0)

[
p(x0:T )

q(x1:T |x0)

]
（根据期望的定义）

∥ Eq(x1:T |x0)

[
log

p(x0:T )

q(x1:T |x0)

]

︸ ︷︷ ︸
证据下界（ELBO）

（根据琴生不等式）

= Eq(x1:T |x0)

[
log

p(xT )
⎞T

t=1 pθ(xt−1|xt)⎞T
t=1 q(xt|xt−1)

]
（代入公式7.175与公式7.176）

= Eq(x1:T |x0)

[
log

p(xT )pθ(x0|x1)

q(xT |xT−1)

]
+ Eq(x1:T |x0)

[
log

T−1⎩

t=1

pθ(xt|xt+1)

q(xt|xt−1)

]

= Eq(x1:T |x0)

[
log

p(xT )pθ(x0|x1)

q(xT |xT−1)

]
+

T−1∑

t=1

Eq(x1:T |x0)

[
log

pθ(xt|xt+1)

q(xt|xt−1)

]

= Eq(x1|x0) [pθ(x0|x1)] + Eq(xT−1,xT |x0)

[
log

p(xT )

q(xT |xT−1)

]

+
T−1∑

t=1

Eq(xt−1,xt,xt+1|x0)

[
log

pθ(xt|xt+1)

q(xt|xt−1)

]
（根据马尔科夫性）

= Eq(x1|x0) [pθ(x0|x1)]︸ ︷︷ ︸
重构项

∇Eq(xT−1|x0) [DKL(q(xT |xT−1)→p(xT ))]︸ ︷︷ ︸
先验约束项

∇
T−1∑

t=1

Eq(xt−1,xt+1|x0) [DKL(q(xt|xt−1)→pθ(xt|xt+1))]︸ ︷︷ ︸
对齐项
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上式中的三项分别具有明确的意义：
重构项利用第一步隐变量 x1来重构原始数据 x0。这一项与变分自编码器中的重构项具有
相似的作用，其目标是确保最终生成的数据能够准确恢复真实数据分布。
先验约束项要求最终时间步的隐变量分布与多元标准高斯先验 p(xT ) 一致。由于前向扩
散过程被设计为逐步将数据分布转化为标准高斯分布，因此该项并不包含可学习参数。当
扩散步数 T 足够大时，隐变量 xT 的分布将逐渐逼近多元标准高斯分布。
对齐项用于约束反向生成过程与前向扩散过程保持一致。具体而言，对于每一个时间步 t，
模型学习得到的反向去噪分布 pθ(xt|xt+1)应尽可能逼近由前向扩散过程所诱导出的加噪
分布 q(xt|xt−1)。该项通过最小化这两个分布之间的 KL散度来实现。
上述重构项与对齐项均以期望的形式出现，因此可以采用蒙特卡洛方法进行近似估计。然

而，对于对齐项而言，其期望的计算同时涉及随机变量 xt−1 和 xt+1 的采样，其对应的蒙特卡
洛估计通常具有较大的方差，进而不利于模型训练的稳定性。接下来，我们将推导出与原目标
等价、但期望形式仅依赖于单个随机变量的优化目标，从而降低蒙特卡洛估计的方差。我们先
将前向扩散过程的状态转移分布 q(xt|xt−1)写成 q(xt|xt−1,x0)的形式。该改写是成立的，因为
前向扩散过程满足马尔科夫性质，即在给定 xt−1的条件下，xt与更早时刻的状态 x0条件独立。
因此，在条件概率中添加 x0 项并不会改变分布本身。利用这一改写形式，并结合贝叶斯公式，
可以将每一步编码器的状态转移分布重写为：

q(xt|xt−1,x0) =
q(xt−1|xt,x0)q(xt|x0)

q(xt−1|x0)
(7.177)

利用上述形式的前向扩散过程状态转移分布，我们可以重新推导降噪扩散模型的证据下界如下：

log p(x) ∥ Eq(x1:T |x0)

[
log

p(x0:T )

q(x1:T |x0)

]

= Eq(x1:T |x0)

[
log

p(xT )
⎞T

t=1 pθ(xt−1|xt)⎞T
t=1 q(xt|xt−1)

]
（代入公式7.175与公式7.176）

= Eq(x1:T |x0)

[
log

p(xT )pθ(x0|x1)
⎞T

t=2 pθ(xt−1|xt)

q(x1|x0)
⎞T

t=2 q(xt|xt−1,x0)

]
（采用前向状态转移的改写形式）

= Eq(x1:T |x0)

⎡

⎤log p(xT )pθ(x0|x1)

q(x1|x0)
+ log

T⎩

t=2

pθ(xt−1|xt)
q(xt−1|xt,x0)q(xt|x0)

q(xt−1|x0)

⎦

⎥ （代入公式7.177）

= Eq(x1:T |x0)

[
log

p(xT )pθ(x0|x1)

q(xT |x0)
+

T∑

t=2

log
pθ(xt−1|xt)

q(xt−1|xt,x0)

]
（连乘相同分子分母相互抵消）

= Eq(x1|x0) [pθ(x0|x1)] + Eq(xT |x0)

[
log

p(xT )

q(xT |x0)

]
+

T∑

t=2

Eq(xt,xt−1|x0)

[
log

pθ(xt−1|xt)

q(xt−1|xt,x0)

]

= Eq(x1|x0) [pθ(x0|x1)]︸ ︷︷ ︸
重构项

∇Eq(xT |x0) [DKL(q(xT |x0)→p(xT ))]︸ ︷︷ ︸
先验约束项

∇
T∑

t=2

Eq(xt|x0) [DKL(q(xt−1|xt,x0)→pθ(xt−1|xt))]︸ ︷︷ ︸
降噪匹配项
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上式中的降噪匹配项的推导过程如下：

Eq(xt,xt−1|x0)

[
log

pθ(xt−1|xt)

q(xt−1|xt,x0)

]

=Eq(xt|x0)

[
Eq(xt−1|xt,x0)

[
log

pθ(xt−1|xt)

q(xt−1|xt,x0)

]]
（q(xt,xt−1|x0) = q(xt|x0)q(xt−1|xt,x0)）

=Eq(xt|x0) [∇DKL(q(xt−1|xt,x0)→pθ(xt−1|xt))] （根据 KL散度的定义）

降噪匹配项的优化目标是通过调整参数 θ使解码器分布 pθ(xt−1|xt)（通过深度网络来实现）
尽可能逼近真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)，即最小化两者之间的 KL散度。值得注意的是，该项
的期望仅依赖于随机变量 xt。接下来需要解决的问题是如何计算降噪匹配项中的 KL散度。为
此，我们首先来推导真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)的解析表达式。根据贝叶斯公式，我们可以将
其改写为：

q(xt−1|xt,x0) =
q(xt|xt−1,x0)q(xt−1|x0)

q(xt|x0)
(7.178)

根据公式7.171，前向扩散过程可被预定义为：

q(xt|xt−1,x0) = q(xt|xt−1) = N (xt|
̸
αtxt−1, (1∇ αt)I) (7.179)

我们还需要推导出公式7.178中 q(xt−1|x0)和 q(xt|x0)的解析表达式。借助在变分自编码器中介
绍过的重参数化技巧，从分布 q(xt|x0)中采样得到的随机变量 xt可以表示为：

xt =
̸
αtxt−1 +

̸
1∇ αtφ, φ ∗ N (φ|0, I) (7.180)

同理，随机变量 xt−1也可以表示为：

xt−1 =
̸
αt−1xt−2 +

⎟
1∇ αt−1φ, φ ∗ N (φ|0, I) (7.181)

因此，通过迭代应用重参数化技巧，可以推导出分布 q(xt|x0)的解析形式：

xt =
̸
αtxt−1 +

̸
1∇ αtφ

=
̸
αt

(̸
αt−1xt−2 +

⎟
1∇ αt−1φ

⎧
+
̸
1∇ αtφ

=
̸
αtαt−1xt−2 +

√⎟
αt ∇ αtαt−1

2
+
̸
1∇ αt

2
φ （两个相互独立的高斯随机

变量之和仍然服从高斯分布，其均值为两者均值之和，方差为两者方差之和）

=
̸
αtαt−1xt−2 +

⎟
1∇ αtαt−1φ

= . . .

=

√√√√
T⎩

t=1

αtx0 +

√√√√1∇
T⎩

t=1

αtφ

=
̸
ᾱtx0 +

̸
1∇ ᾱtφ （记 ᾱt =

T⎩

t=1

αt） (7.182)

∗ N (xt|
̸
ᾱtx0, (1∇ ᾱt)I) (7.183)
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由上式可知，条件分布 q(xt|x0)服从均值为
̸
ᾱtx0、协方差矩阵主为 (1 ∇ ᾱt)I的多元高斯分

布。据此，可以进一步推导出真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)的解析形式：

q(xt−1|xt,x0) =
q(xt|xt−1,x0)q(xt−1|x0)

q(xt|x0)

=
N (xt|

̸
αtxt−1, (1∇ αt)I)N (xt−1|

̸
ᾱt−1x0, (1∇ ᾱt−1)I)

N (xt|
̸
ᾱtx0, (1∇ ᾱt)I)

（代入相应的高斯分布）

⌊ exp

{
∇
[
(xt ∇

̸
αtxt−1)2

2(1∇ αt)
+

xt−1 ∇
̸
ᾱt−1x0

2(1∇ ᾱt−1)
∇ xt ∇

̸
ᾱtx0

2(1∇ ᾱt)

]}

⌊ exp

{
1

2

(
1

(1−αt)(1−ᾱt−1)
1−ᾱt

)[
x2
t−1 ∇ 2

̸
αt(1∇ ᾱt−1)xt +

̸
ᾱt−1(1∇ αt)x0

1∇ ᾱt
xt−1

]}

⌊ N
(
xt−1

∣∣∣∣
̸
αt(1∇ ᾱt−1)xt +

̸
ᾱt−1(1∇ αt)x0

1∇ ᾱt︸ ︷︷ ︸
µ(xt,x0)

,
(1∇ αt)(1∇ ᾱt−1)

1∇ ᾱt
I

︸ ︷︷ ︸
Σ(t)

)

由上式可知，真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)服从均值为 µ(xt,x0)、协方差矩阵为Σ(t)的多元高
斯分布。注意到该分布的协方差矩阵仅由预先设定的超参数 αt决定，因此无需通过数据进行学
习。为了简化模型的学习过程，由深度神经网络近似的反向解码器分布 pθ(xt−1|xt)通常也假设
服从多元高斯分布，并采用与真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)相同的协方差矩阵，而仅利用深度神
经网络对均值进行建模：

µθ(xt, t) =

̸
αt(1∇ ᾱt−1)xt +

̸
ᾱt−1(1∇ αt)xθ(xt, t)

1∇ ᾱt
(7.184)

其中 xθ(xt, t)由深度神经网络参数化并进行预测。将上式与真实后验分布的形式对比可以看出，
该网络的学习目标是在给定噪声图像 xt及时间步 t的条件下，对原始图像 x0进行预测。因此，
其训练过程可等价地表述为最小化如下均方重构损失：

L = →xθ(xt, t)∇ x0→2 (7.185)

通过最小化上述均方重构损失可以减小真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)与解码器分布 pθ(xt−1|xt)

之间的 KL散度，从而等价于最小化降噪匹配项。然而，不同时间步对应的隐变量 xt在分布上
存在显著差异：当 t接近于 0时，xt与原始图像 x0较为接近，因此对 x0的预测相对容易；而
当 t接近于 T 时，则 xt接近于纯高斯噪声，此时从中恢复 x0的难度显著增加。因此，直接使
用公式7.185来优化网络参数 θ会导致不同时间步上的重构误差在尺度上不一致，从而可能引发
训练过程的不稳定性。

为了获得在不同时间步上误差尺度更为一致的等价学习目标，我们先利用重参数化技巧得
到的以下等式（公式7.182）：

xt =
̸
ᾱtx0 +

̸
1∇ ᾱtφ (7.186)

将原始图像 x0表示为：

x0 =
xt ∇

̸
1∇ ᾱtφ̸
ᾱt

(7.187)
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利用以上表示，我们可以将真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)的均值 µ(xt,x0)重写为仅依赖于 xt与
噪声 φ 的形式，进而使得原本通过参数化深度神经网络预测原始图像 x0 来最小化真实后验分
布 q(xt−1|xt,x0)与解码器分布 pθ(xt−1|xt)之间 KL散度的学习目标等价地转化为对噪声 φ的
预测。
将公式7.187代入真实后验分布均值 µ(xt,x0)的表达式中，可以得到如下推导：

µ(xt,x0) =

̸
αt(1∇ ᾱt−1)xt +

̸
ᾱt−1(1∇ αt)x0

1∇ ᾱt

=

̸
αt(1∇ ᾱt−1)xt +

̸
ᾱt−1(1∇ αt)

xt−
√
1−ᾱtφ√
ᾱt

1∇ ᾱt

=
1
̸
αt

xt ∇
1∇ αt̸
1∇ ᾱt

̸
αt
φ (7.188)

同样地，如公式7.184所示的解码器分布均值也可以表示为关于 xt和噪声 φ的形式：

µθ(xt, t) =
1
̸
αt

xt ∇
1∇ αt̸
1∇ ᾱt

̸
αt
φθ(xt, t) (7.189)

其中 φθ(xt, t)为由深度神经网络预测的噪声估计值。对比公式7.188和公式7.189可以发现，降噪
扩散模型的学习目标可以由原始图像重构等价地转化为噪声预测：

L = →φ∇ φθ(xt, t)→2 (7.190)

其中噪声 φ服从多元标准高斯分布 N (φ|0, I)，而带噪样本 xt 则由公式7.186计算生成。与直接
预测原始图像 x0相比，噪声 φ在不同时间步上具有更加稳定且一致的统计特性，因此该目标能
够在不同时间步之间保持更为均衡的误差尺度，从而提高模型训练的稳定性。降噪扩散模型的
训练过程与生成过程分别如算法7.3和算法7.4所示。

算法 7.3:降噪扩散模型训练算法
输入: 真实数据集 D = {xi}Ni=1 以及最大

迭代次数 H。
1 初始化：随机初始化解码器参数 θ，并设
当前迭代次数 h = 1；

2 while h ⇒ H do
3 从数据集 D中随机采样样本 x0；
4 从均匀分布中随机采样时间步 t；
5 从高斯分布 N (φ|0, I)中采样噪声 φ；
6 按以下公式计算目标函数的梯度，并

利用梯度下降法更新解码器参数：
−θ→φ∇ φθ(

̸
ᾱtx0 +

̸
1∇ ᾱtφ, t)→2；

7 h∈ h+ 1；
输出: 训练完成后得到的解码器参数 θ。

算法 7.4:降噪扩散模型生成算法
输入: 深度神经网络解码器的参数 θ以及

生成总步数 T。
1 初始化：从多元标准高斯分布 N (xT |0, I)
中随机采样初始噪声 xT；

2 for t∈ T to 1 do
3 φ∈ 0；
4 if (t > 1) then
5 从多元标准高斯分布 N (φ|0, I)中

采样随机噪声 φ；
6 xt−1 =

1√
αt
xt∇ 1−αt√

1−ᾱt
√
αt
φθ(xt, t)+

⎟
Σ(t)φ；

输出: 生成的图像 x0。

在降噪扩散模型的生成算法7.4中，第 6步关于 xt−1 的均值依据公式7.189计算，其协方差
矩阵 Σ(t)则取自真实后验分布 q(xt−1|xt,x0)的解析形式，其表达式为：

Σ(t) =
(1∇ αt)(1∇ ᾱt−1)

1∇ ᾱt
I (7.191)
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在生成算法的第 6步中，不仅需要在上一步隐变量 xt的基础上减去由模型预测的修正噪声，还
需要额外叠加一项

̸
Σ(t)φ（其中 φ服从多元标准高斯分布）。这一设计的原因与变分自编码器

中的采样机制类似，即隐变量 xt的后验分布并非一个确定的点，而是一个条件高斯分布。因此，
在生成过程中需要通过随机采样来反映该分布的不确定性。如果去除该随机噪声项，则除初始
噪声 xT 外，整个反向生成过程将退化为确定性单步映射，从而在一定程度上降低了生成结果
的多样性。此外，在每个生成时间步中引入适当的随机扰动，能够为采样轨迹提供一种 “容错与
校正” 机制，使得多步生成过程中可能产生的累积误差有机会得以修正，从而提升生成样本的
整体质量与稳定性。

1024

512 1024512 512

256256 256512

128128 128256

64 12864 643 3
输
⼊

输
出

跨层连接

跨层连接

跨层连接
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下
采
样

上
采
样

图 7.38: U-Net网络架构示意图。每个长方形表示一个多通道特征图（顶部数字的表示通道数）。
长方形的高度表示特征图的空间分辨率，宽度示意特征图的通道数量。跨层连接将下采样过程
中所产生的特征图复制并拼接到上采样过程中对应的层级，用以特征融合与复用。

降噪扩散模型中作为解码器的深度神经网络，无论用于预测原始图像还是噪声，其输入与
输出一般具有相同的空间分辨率。以图像生成为例，网络的输入与输出通常为具有相同空间尺
寸（高度与宽度）和通道数（通常为三通道）的张量。U-Net[58]是降噪扩散模型及许多生成模
型中常用的主干网络结构之一。它首先通过卷积神经网络对输入进行逐步下采样，获得低分辨
率的特征表示；随后再通过上采样（如转置卷积）逐步恢复至原始分辨率。由于其下采样与上
采样路径在结构上呈现高度对称性，整体形状类似英文字母 “U”，因此而得名（所图7.38所示）。
U-Net的另一重要特点是引入跨层连接（Skip Connections）机制。在上采样过程中，会将当前输
入的特征图与下采样对应层级的特征图在通道维度上进行拼接，从而实现特征的高效融合与复
用。另一种在扩散模型等生成任务中被广泛使用的结构是视觉 Transformer（Vision Transformer,
ViT）[19]，ViT将原本用于自然语言处理的 Transformer架构扩展到图像处理任务，其核心思想
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是将图像划分为若干固定大小的图像块（Patch），并将每个图像块展平后通过线性映射转换为
向量。随后，在这些特征向量中叠加反映空间位置信息的位置编码，并将得到的向量序列并行
输入 Transformer，以利用自注意力机制建模图像中的全局依赖关系。在生成过程中，模型也以
并行方式输出与所有图像块对应的预测结果（如噪声或像素估计值），而非以逐块自回归的方式
生成图像内容。在条件生成的情况下，模型在训练与生成阶段需将条件信息（如文本特征向量）
注入到 U-Net或 ViT等网络的特征提取与融合过程中，从而实现可控生成。

7.8.4 流匹配模型

前几节的讨论表明，所谓生成，本质上是从真实数据分布 p(x)中采样的过程（Generation
as Sampling）。生成模型则旨在学习一种映射机制，通过单步或多步变换，将来自简单已知分布
（通常为多元标准高斯分布）的随机样本转换为服从或近似服从真实数据分布 p(x)的样本。

降噪扩散模型将上述多步变换定义为前向加噪的逆向过程。由于前向扩散过程是通过连续
注入高斯噪声来实现的，其在概率空间中的演化轨迹在几何上呈现出非线性的弯曲（详见后文
分析）。这意味着在逆向生成时，若离散化步长过大，采样轨迹极易偏离理论轨道。因此，为了
保证生成质量，逆向过程通常需要采用较小的步长进行多步迭代（往往需要数百乃至数千步）。
这使得扩散模型在获得高质量样本的同时，也面临较高的计算复杂度和较低的生成效率。本节
我们将讨论生成效率更高的流匹配模型（Flow Matching）。

在对上述现象进行理论分析之前，我们先将这种基于多步变换的生成过程统一建模为常微
分方程（Ordinary Differential Equations）或随机微分方程（Stochastic Differential Equations）的
数值求解过程 [66]。在讨论该统一建模框架之前，有必要先对后续使用的数学符号及其含义进
行说明。在介绍扩散模型时，我们使用带时间下标的向量 xt 表示离散时间步 t 处的随机变量
或其具体的采样样本。这种表示方法在机器学习文献中十分常见，但从严格的概率论角度来看，
它属于一种符号上的简化。在经典的概率论中，通常用大写字母 X 表示随机变量本身，而用
小写字母 x表示该随机变量的具体取值或观测样本。因此，在扩散模型中常见的条件概率转移
p(xt−1|xt)，其严格的数学表达式应当为 p(Xt−1 = xt−1|Xt = xt)。然而，当我们将扩散模型从
离散时间的马尔可夫链推广到连续时间动力学框架时，需要严格区分随机变量及其具体实现值。
在本节后续内容中，我们用大写字母（如Xt）表示随机变量或随机过程，而用小写字母（如 xt）
表示其具体取值或采样样本。这样的符号约定与概率论、随机过程以及微分方程等领域的经典
文献保持一致，也有助于对常微分方程和随机微分方程进行统一描述。
我们先从常微分方程入手，常微分方程的解可以表示为一条轨迹（Trajectory），即关于时间

t的函数（此处将 Xt视为状态变量）：

X : [0, 1]√ RD, t ⌋√ Xt (7.192)

它将时间 t ≥ [0, 1]映射到 D 维空间中的某个位置 Xt ≥ RD。每个常微分方程都由一个向量场
（Vector Field）所定义，即：

u : RD ← [0, 1]√ RD, (x, t) ⌋√ ut(x) (7.193)
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也就是说，对于任意时刻 t和空间中的位置 x，向量场都会给出一个速度向量 ut(x) ≥ RD，用
于描述该位置在该时刻的运动速度与方向。常微分方程还对轨迹施加了一个约束：即希望找到
一条从初始点 x0出发，并始终按照向量场 ut所指定方向演化的轨迹 X。这种轨迹可以形式化
地定义为以下微分方程的解：

d
dtXt = ut(Xt) （常微分方程） (7.194)

X0 = x0 （初始条件） (7.195)

公式7.194要求轨迹在时刻 t的变化率由向量场 ut(x)所决定，即轨迹的切线方向始终与向量场
保持一致。公式7.195则规定轨迹在初始时刻 t = 0从点 x0出发。由此，我们可以提出一个核心
问题：如果轨迹在 t = 0时位于X0 = x0，那么在任意时刻 t，它将到达什么位置？即如何求得
Xt。这一问题可以通过流（Flow）函数来回答。流函数描述了向量场所诱导的运动过程，它将
初始状态映射为任意指定时刻的状态：

ψ : RD ← [0, 1] ⌋√ RD, (x0, t) ⌋√ ψt(x0) (7.196)
d
dtψt(x0) = ut(ψt(x0)) (7.197)

ψ0(x0) = x0 (7.198)

对于给定的初始条件 X0 = x0，常微分方程的一条解轨迹可表示为 Xt = ψt(X0)。从直观上看，
向量场、常微分方程与流可以视为同一动力学系统的三种不同描述：向量场定义了常微分方程，
而其解即为流函数。对于图像生成任务，解轨迹对应于从初始噪声到目标图像的生成过程，而
最终生成的图像可表示为 ψ1(x0)，其中初始状态 x0通常是从简单分布（如多元标准高斯分布）
中采样得到。需要注意的是，此处的时序定义与传统的降噪扩散模型正好相反，我们用 x0表示
初始状态（即噪声），用 x1表示最终生成的图像，其中 t ≥ [0, 1]为连续时间变量。

通常情况下，当向量场 ut(Xt)不是简单的线性形式时，流映射 ψt往往不存在解析解。因此
需要借助数值方法对常微分方程进行近似求解。常微分方程的数值解法是一个经典且研究比较
充分的课题，已经发展出大量成熟的算法 [36]。其中最简单且直观的方法之一是欧拉方法（Euler
Method）。在欧拉方法中，我们从初始状态X0 = x0出发，将时间区间 [0, 1]等间隔离散为 T ≥ N
个步长，每一步的步长为 h = 1

T。然后通过如下递推公式近似求解轨迹：

Xt+h = Xt + hut(Xt) (7.199)

将上式与降噪扩散模型生成算法7.4中的迭代更新公式进行对比：

xt−1 =
1
̸
αt

xt ∇
1∇ αt̸
1∇ ᾱt

̸
αt
φθ(xt, t)

︸ ︷︷ ︸
确定项

+
⎟
Σ(t)φ︸ ︷︷ ︸
随机项

(7.200)

我们可以看出，降噪扩散模型的多步迭代生成在形式上同样包含一个由神经网络预测的确定项
（对应于常微分方程中的向量场驱动）。但在此基础上，它还额外引入了一个由标准高斯噪声 φ

决定的随机扰动项。因此，与仅包含确定性演化的常微分方程数值求解过程不同，扩散模型的
迭代生成本质上对应于随机微分方程的数值求解形式。
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随机微分方程是在常微分方程所描述的确定性动态系统基础上引入随机扰动而得到的数学
模型，因此能够刻画随机过程随时间的演化规律。我们可以将随机微分方程表示为：

dXt = ut(Xt)dt+ σtdWt （随机微分方程） (7.201)

X0 = x0 （初始条件） (7.202)

其中 ut(Xt)被称为漂移项（Drift Term），用于描述系统的确定性演化趋势，σt ∥ 0称为扩散系数
（Diffusion Coefficient），用于控制随机扰动的强度，而W = {Wt}0≤t≤1表示布朗运动（Brownian

Motion），又称维纳过程（Wiener Process），是一类连续时间随机过程。布朗运动的轨迹 t ⌋√Wt

几乎处处连续，且W0 = 0，并满足以下两个重要性质：
高斯增量：对于任意 0 ⇒ s < t，增量 (Wt ∇Ws)服从均值为 0、协方差为 (t∇ s)I的多元
高斯分布。增量的方差随时间间隔 (t∇ s)线性增长。
独立增量：对于任意给定的时间序列 0 ⇒ t0 < t1 < · · · < tT = 1，不同时段上的增量
(Wt1 ∇Wt0), . . . , (WtT ∇WtT−1)相互独立。
随机微分方程通常难以获得解析解，因此也往往需要借助数值离散化方法进行近似求解。

最基础且最常用的数值方法之一是欧拉–丸山方法（Euler-Maruyama Method），该方法可以看作
是常微分方程中欧拉方法在随机微分方程上的推广：

Xt+h = Xt + hut(Xt) + σt(Wt+h ∇Wt) (7.203)

= Xt + hut(Xt)︸ ︷︷ ︸
确定项

+σt
̸
hφ︸ ︷︷ ︸

随机项

(7.204)

其中 φ ∗ N (φ|0, I)为与当前状态独立的多元标准高斯随机变量。上式中的第一项描述由漂移项
引起的确定性变化，而第二项描述由布朗运动增量引起的随机扰动。上述递推关系可与降噪扩
散模型生成过程中的迭代更新公式7.200相对应。降噪扩散模型的前向过程通常通过逐步加噪，
将数据分布逐渐转化为标准高斯分布，从而构造出一条从真实数据分布到噪声分布的概率演化
路径。在这一过程中，状态演化既包含使真实数据信息逐渐衰减的确定性漂移，也包含了注入
高斯噪声的随机扩散。这种确定性漂移与随机扩散的组合，在数学上可以由随机微分方程描述。
传统降噪扩散模型的前向加噪过程可表示为（即公式7.186）：

xt =
̸
ᾱtx0 +

̸
1∇ ᾱtφ (7.205)

对时间 t求导可得到对应的条件速度向量（即条件轨迹的切向量）：

ut(xt|x0) =
dxt

dt =
d
̸
ᾱt

dt x0 +
d
̸
1∇ ᾱt

dt φ (7.206)

从上式可以看出，该速度向量同时受到数据项和噪声项的影响，其方向和幅值均会随着时间持
续变化。因此，降噪扩散模型对应的生成轨迹通常具有较高的曲率，速度向量也会随着时间发
生显著变化。为了准确逼近这种连续时间动力学过程，防止生成轨迹偏离理论路径，往往需要
采用较小的时间步长和较多的迭代步数。相比之下，流匹配模型将生成过程建模为常微分方程，
其轨迹仅由确定性向量场驱动，在数值求解过程中不再包含随机扰动项。在最常见的线性插值
流匹配模型中（详见后文介绍），设 x0表示噪声样本，而 x1表示数据样本，则其条件速度向量
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可以表示为：
ut(xt|x0,x1) = x1 ∇ x0 (7.207)

由此可以看出，该条件速度向量与时间 t无关，因而对应的条件轨迹为连接 x0与 x1的直线。由
于轨迹方向在整个运动过程中保持不变，速度向量随时间的变化更加平缓，从而允许采用更大
的时间步长进行数值求解。这一性质使得流匹配模型能够显著减少生成过程中的迭代步数（通
常仅需数十步），从而有效提升生成效率。图7.39展示了扩散模型与流匹配模型在连续状态空间
中的生成轨迹对比。

!!

!"

!#
!!

!"!#

(a) (b)

图 7.39: 扩散与流的对比示意图。(a)连续状态空间中的随机扩散轨迹（由随机微分方程描述）。
(b)连续状态空间中的确定性流轨迹（由常微分方程描述）。此例改编自文献 [44]。

从上述讨论可知，多步生成过程可以统一建模为常微分方程，而常微分方程的解轨迹则对
应于样本从初始噪声逐渐演化为目标图像的生成过程。采用欧拉方法及其变体，可以对常微分
方程的解轨迹进行数值近似求解。根据欧拉方法的递推公式7.199，在求解过程中唯一需要确定
的是对应的向量场 ut(Xt)。因此，流匹配（Flow Matching）模型的学习目标可以概括为：利用
深度神经网络拟合一个参数化向量场 uθt (Xt)（其中 θ为网络参数），使其产生的流 ψt能够将初
始噪声分布逐步变换为真实图像分布。具体而言，该流满足Xt = ψt(X0)，且当时间 t从 0演化
到 1时，初始状态和最终状态分别满足X0 ∗ p0（高斯噪声分布）和X1 ∗ p1（真实图像分布）。
为了实现这一学习目标，通常需要遵循以下两个步骤。首先，设计一条在时间上连续连接初始
噪声分布 p0与目标分布 p1的概率路径 pt；然后，通过回归训练深度神经网络 uθt (Xt)，使其逼
近能够生成该概率路径 pt的目标向量场 ut(Xt)。当学习得到的向量场能够准确生成预先设计的
概率路径时，样本便可沿着对应的流从噪声分布逐步演化到真实图像分布，从而完成生成过程。
我们先对连接初始分布与目标分布的概率路径 pt进行设计。设初始分布为 p0 = N (x|0, I)，

概率路径 pt 可以看作是一组条件概率路径 pt(x|x1)的连续混合（即边缘化结果），其中每一条
条件概率路径以数据集中的一个真实样本 X1 = x1作为条件。因此，概率路径 pt可以表示为：

pt(x) =

∫
pt(x|x1)p1(x1) dx1 (7.208)
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图 7.40: 流匹配模型的概率路径与训练目标。(a)对于给定的初始状态X0和真实样本X1，条件
最优传输路径将时刻 t的状态Xt表示为二者之间的线性插值。(b)在位置 x处，ut(x)表示目标
速度向量，uθt (x)表示由神经网络预测的速度向量。模型训练的目标是最小化两者之间的误差，
即流匹配损失（图中红色虚线所示）。

对于最常用的线性插值路径，我们将条件概率路径定义为：

pt(x|x1) = N (x|tx1, (1∇ t)2I) (7.209)

这样的概率路径被称为条件最优传输路径（Conditional Optimal Transport Path）或者线性路径
（Linear Path）。基于该概率路径，设X0 ∗ p0为从初始噪声分布采样得到的随机变量，而X1 ∗ p1

为从目标分布采样得到的随机变量，则任意时刻 t对应的状态 Xt ∗ pt 可表示为如下线性插值
形式（如图7.40(a)所示）：

Xt = tX1 + (1∇ t)X0 (7.210)

我们可以证明，在给定X1 = x1的条件下，上式所对应的条件分布即为公式7.209所定义的多元
高斯分布 N (x|tx1, (1∇ t)2I)。为此，只需计算其条件均值和协方差矩阵：

E[Xt|X1 = x1] = E[tx1 + (1∇ t)X0] = tx1 + (1∇ t)E[X0]︸ ︷︷ ︸
= 0

= tx1

Var[Xt|X1 = x1] = Var[tx1 + (1∇ t)X0] = Var[tx1]︸ ︷︷ ︸
= 0

+(1∇ t)2Var[X0] = (1∇ t)2I

在给定 X1 = x1的条件下，tx1为常数，因此其协方差矩阵为零矩阵。
如图7.40(b)所示，在确定概率路径 pt之后，我们可以通过最小化如下均方误差损失函数来

训练一个深度神经网络 uθt (Xt)，使其拟合目标向量场 ut(Xt)：

L(θ) = Et∼U(t|0,1),Xt∼pt

[
→uθt (Xt)∇ ut(Xt)→2

]
(7.211)

其中 t ∗ U(t|0, 1)表示在时间区间 [0, 1]上进行均匀采样。该损失函数旨在使参数化的神经网络
逼近能够生成所定义概率路径 pt 的目标向量场 ut(Xt)。对于条件最优传输路径（公式7.210），
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在给定样本对 (X0, X1)的条件下，其样本路径关于时间 t的导数为：
d
dtXt =

d
dt (tX1 + (1∇ t)X0) = X1 ∇X0 (7.212)

需要注意的是，(X1 ∇X0)表示单条样本轨迹对应的速度向量，而目标向量场 ut(Xt)则是定义
在状态空间上的确定性函数。条件流匹配定理表明，利用样本轨迹速度 (X1 ∇X0)作为监督信
号进行回归，与直接拟合目标向量场 ut(Xt)具有相同的全局最优解。因此，在实际训练过程中，
可以采用如下等价的损失函数：

L(θ) = Et∼U(t|0,1),X0∼p0,X1∼p1

[
→uθt (Xt)∇ (X1 ∇X0)→2

]
(7.213)

该形式仅依赖于从初始分布 p0 和目标分布 p1 采样得到的样本对，而无需显式计算目标向量场
ut(Xt)。因此，流匹配将向量场学习问题转化为一个简单的回归问题，从而显著降低模型训练的
复杂度。流匹配模型的训练过程与生成过程分别如算法7.5和算法7.6所示。在算法的描述中，用
于预测速度向量场的神经网络记作 uθ(xt, t)，以强调时间 t与状态 xt共同作为该网络的输入。

算法 7.5:流匹配模型训练算法
输入: 真实数据集 D = {xi}Ni=1 以及最大

迭代次数K。
1 初始化：随机初始化向量场神经网络参数
θ，并设当前迭代次数 k = 1；

2 while k ⇒ K do
3 从数据集 D中随机采样样本 x1；
4 从连续均匀分布中随机采样时间 t；
5 从多元标准高斯分布中采样噪声 x0；
6 线性插值：xt = tx1 + (1∇ t)x0；
7 按损失函数计算梯度并更新网络参数：

−θ→uθ(xt, t)∇ (x1 ∇ x0)→2；
8 k ∈ k + 1；
输出: 训练完成后得到的网络参数 θ。

算法 7.6:流匹配模型生成算法
输入: 预测速度向量神经网络参数 θ以及

常微分方程求解步数 T。
1 初始化：从多元标准高斯分布 N (x0|0, I)
中随机采样初始噪声 x0；

2 计算步长：h = 1
T；

3 for k ∈ 0 to T ∇ 1 do
4 计算当前对应的时刻：t∈ h← k；
5 利用神经网络预测当前速度向量：

vt ∈ uθ(xt, t)；
6 利用欧拉方法沿向量场向前推进：

xt+h = xt + hvt；

输出: 生成的样本或图像 x1。
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主要符号表

数学符号

x 向量
y 标量
D 向量维度
xj 向量的第 j 个分量（向量分量为标量）
f 输入到输出的某种映射
X→ 矩阵转置
X−1 逆矩阵
|X| 矩阵的行列式
tr(X) 矩阵的迹（矩阵所有特征值之和，也等于主对角线元素的总和）
ln 以自然常数 e为底的对数
ex或 exp(x) 自然常数 e的指数函数
f ′(x) 一阶导数
f ′′(x) 二阶导数
∇f(x) 一阶梯度（梯度向量）
∇2f(x) 二阶梯度（海森矩阵）
∂f(x)
∂x 一阶偏导

∂2f(x)
∂x2 二阶偏导

机器学习

D 数据集
N 样本数量
xi 第 i个训练样本
yi 第 i个训练样本对应的输出
κ(x,x′) 核函数
L(·) 损失函数
J (·) 目标函数或代价函数



目录

概率统计

E[x] 均值或期望
Var[x] 方差
Cov[x, z] 随机变量 x和 z之间的协方差
!(z) 伽玛函数
N (x|µ,σ2) 高斯分布，其中 µ为均值，σ为标准差
N (x|µ,λ−1) 高斯分布，其中 µ为均值，λ为精度
Bern(x|µ) 伯努利分布
Bin(k|µ,N) 二项分布
Beta(µ|α,β) 贝塔分布
Poisson(k|λ) 泊松分布
Exp(λ|β) 指数分布
Gamma(λ|α,β) 伽玛分布，其中 α为形状参数，β 为逆尺度参数
Mult(m|µ, N) 多项分布
Dir(µ|α) 狄利克雷分布
N (x|µ,Σ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Σ为协方差矩阵
N (x|µ,Λ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
W(Λ|W, η) 威沙特分布，其中W为尺度矩阵，η为自由度
NormalGamma(µ,λ|φ, ν,α,β) 高斯-伽玛分布
NormalWishart(µ,Λ|υ, ν,W, η) 高斯-威沙特分布
St(x|µ, τ, η) 学生氏分布，其中 µ为均值，τ 为精度，η为自由度
St(x|µ,Λ, η) 多维学生氏分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
Laplace(x|µ, τ) 拉普拉斯分布，其中 µ为位置参数，τ 为尺度参数
χ2(x|η) 卡方分布，其中 η为自由度
U(x|a, b) 连续型均匀分布，其中 a为下界、b为上界 (a < b)

H[x] 信息熵，其中 x为随机变量
H[y|x] 条件熵，其中 x和 y为随机变量
H[p, q] 分布 p和 q之间的交叉熵
DKL(p||q) 分布 p和 q之间的 KL散度
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