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序 言

每次同事碰到我问我上什么课我说随机过程时, 他们总会说随机过程随机过.
这当然是个玩笑, 我不知道这笑话是怎么来的, 也不知道是什么意思, 也许笑话本
身是指课程太难不好过,但听起来不是那么愉快,似乎是说教师没那么认真教或者学
生没学到什么东西.

这个简短的讲义是为复旦大学数学专业本科学生开设的随机过程选修课而写

的, 对象是学过概率论且对概率与随机过程的研究有兴趣的学生. 讲义的内容包括
课程所需的预备知识, 经典随机过程的基本概念及其经典结果, 具体地说, 离散时间
的随机游动, 鞅, 马氏链, 以及连续时间的布朗运动与泊松过程, 它们的样本轨道的
一些有趣的概率性质. 在选取内容时尽量做到以下两点, 一是循序渐进直观优先, 不
要太繁杂的数学细节;二是尽量保证理论上的完备和严谨,对于不能严格证明的结论
给予说明. 简单地说, 我们的宗旨是简单直观有趣, 让大家学得开心, 绝对不是随机
过程随机过.

按照复旦大学每周三节课的安排, 大致是 17 周内容. 尽管每个学期是 18 周, 但
因提前考试或者放假, 每学期实际只有 15 周甚至 14 周, 所以需要根据实际情况对
内容进行取舍.

讲义是围绕随机过程的首中时这个主题展开的, 注重的不是知识而是其中蕴含
的数学思想. 阅读本讲义所需的概率论知识, 可参考 [6]. 对随机过程理论感兴趣并
且想进一步阅读 (例如 Kolmogorov相容性定理)的读者可以参考作者的研究生随机
过程教材 [7].

应坚刚



目录

序 言 i

第一章 预备知识 1
1.1 单调类方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 可测性与条件期望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 随机过程及其分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

第二章 简单随机游动 15
2.1 Bernoulli 序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 反射原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3 首达概率公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4 差分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.5 随机游动的马氏性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6 停时与强马氏性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.7 马氏性的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

第三章 鞅及其应用 33
3.1 鞅与鞅基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 鞅的应用: Doob 停止定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3 鞅的应用: 不等式与强大数律 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.4 鞅的应用: 金融市场 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

ii



目录 iii

第四章 马氏链 53
4.1 马氏链与转移函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.2 常返态与暂留态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3 正常返与遍历性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.4 不变测度与平稳分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.5 可逆马氏链与电路图 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

第五章 泊松过程与布朗运动 85
5.1 泊松过程的定义与性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.2 布朗运动的定义与构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.3 简单性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.4 轨道性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.5 马氏性及其应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.6 鞅性质及其应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

参考文献 108



第一章 预备知识

作为预备知识, 本章将介绍两个特别重要的一般性工具: 单调类方法与条件期
望. 单调类方法是概率论的重要方法, 为一些定理证明提供一般程序, 掌握此方法可
以使我们透过细枝末叶直达问题的本质. 条件期望是概率论中不可或缺的重要思想
和语言. 这两者也许在概率论课程中有介绍, 参考 [6] 第十章, 但在此很有必要再重
复一遍.

1.1 单调类方法

概率是定义在 σ-代数上的可列可加集总量为 1 的非负集函数. 有时, 很难直接
验证一个集类对可列并封闭,但由于概率有可列可加性,很容易得到对不交可列并的
封闭性. 看下面的例子.

设 ξ, η 是两个 n 维随机变量, 那么下面断言是等价的:

(1) 对任何 x ∈ Rn, P(ξ 6 x) = P(η 6 x);

(2) 对任何 Borel 集 B, P(ξ ∈ B) = P(η ∈ B);

(3) 对任何有界 (或非负) Borel 可测函数 f, Ef(ξ) = Ef(η).

从 (1) 到 (2) 到 (3) 是一个逐渐一般化的过程. 从 (2) 到 (3) 比较容易, 事实上,
(2) 推出 (3) 对于简单函数成立, 然后应用单调收敛定理推出 (3) 对于非负 Borel 可
测函数成立. 但从 (1) 到 (2) 有本质的困难, 而且这个困难具有普遍性. 令 B 是使得

(2)成立的 B全体,那么 B包含 ∅与 Ω,对补集运算封闭,另外由概率的可列可加性
推出它对于不交可列并运算封闭, 但无法直接推出对于可列并运算封闭, 所以 B 不

是一个 σ-代数, 故也无法推出 (2) 成立. 怎么弥补这个缺陷呢?

1
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先介绍两个概念, 称一个子集类是 π- 类, 如果它对有限交封闭. 称一个子集类
是 λ-类, 如果它包含有 ∅,Ω 且对于补集运算与不交可列并运算封闭. 显然, σ-域是
π-类和 λ-类.

练习 1.1.1 (1) 举例说明 λ-类不一定是 σ-代数. (2) 如果 G 既是 λ-类又是 π-类, 则
G 是 σ-代数.

容易看出任意多个 λ-类的交仍是 λ-类, 因此对 Ω 的任何子集类 A, 唯一存在一
个包含 A 的最小 λ-类, 记为 λ(A), 也类似地称为由 A 生成的 λ-类. 1

定理 1.1.1 设 F0 是一个 π-类, F 是一个 λ-类且 F ⊃ F0. 则 F ⊃ σ(F0). 简单地说,
一个包含 π-类的 λ-类必包含该 π-类生成的 σ-代数.

证明. 因为 F ⊃ λ(F0), 故证明 λ(F0) 是一个 σ-域就够了. 由定义, 仅须验证 λ(F0)

对有限交运算封闭. 任取 A ∈ λ(F0), 定义

κ[A] := {B ∈ λ(F0) : A ∩ B ∈ λ(F0)}.

只要证明对任何 A ∈ λ(F0), κ[A] ⊃ λ(F0).
先验证 κ[A] 是一个 λ-类. 事实上, 只需证明 κ[A]:

(1) 对补集运算封闭. 取 B ∈ κ[A], 则 A,Ac,A ∩ B ∈ λ(F0), 因此 A ∩ Bc =

[Ac ∪ (A ∩ B)]c ∈ λ(F0), 因此 Bc ∈ κ[A].

(2) 对不相交集列的可列并运算封闭. 取 {Bn} ⊂ κ[A]是不交集列,则显然 {A∩Bn}

是 λ(F0) 中不交集列, 因此 A
⋂
(
⋃

n Bn) ∈ λ(F0), 推出
⋃

n Bn ∈ κ[A].

因 F0 是 π- 类, 故 A ∈ F0 蕴含着 κ[A] ⊃ F0, 即 κ[A] ⊃ λ(F0), 或者说 F0 中的

集合与 λ(F0) 中的集合的交在 λ(F0) 中. 再换句话说, 当 A ∈ λ(F0) 时, κ[A] ⊃ F0.
因此 κ[A] ⊃ λ(F0), 即 λ(F0) 是 π-类.

回到上面的例子, 用 F0 表示 (−∞, x] 这样的区间全体, 它是个 π-类, 因此

B ⊃ σ(F0) = B(R),

完成证明.
1π-类和 λ-类这两个概念以及下面的定理是 Dynkin 在 1959 年出版的著作中引入的, 所以也称为

Dynkin 引理, 但其思想在 Sierpinski 1918 年的文章中已经出现.
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可以看出 Dynkin 引理将对 π-类成立的等式推广到对它生成的 σ-代数成立, 线
性性质与单调收敛定理将对 σ-代数成立的等式推广到对关于它可测的非负随机变
量成立, 这两者结合起来证明一个等式从示性函数成立推出对任何非负或者有界可
测函数成立的方法称为单调类方法. 它是分析特别是概率论的基本方法之一, 现在
成为一种标准的证明程序. 后面, 当我们说使用单调类方法时, 就是指这样的一个程
序: Dynkin 引理和单调收敛定理.

例 1.1.1 (Kolmogorov 0-1 律) 设 {ξn : n > 1} 独立随机序列, 定义尾事件域

G =
⋂
n

σ(ξk : k > n),

证明: 对任何 A ∈ G, A 的概率是 0 或 1. 定义

Gn = σ(ξk : k 6 n), G∞ = σ(ξk : k > 1)

显然对任何 n, G 与 Gn 独立, 因为 σ(ξk : k > n) ⊃ G 且与 Gn 独立. 这里两个事件
类独立是指任意从中各取一个事件是独立的. 因此 G 与 A =

⋃
n>1 Gn 独立. 用 H

表示 G∞ 中与 G 独立的事件全体, 那么 H 是 λ-类且包含 π-类 A, 应用单调类方法,
H ⊃ σ(A) = G∞, 即 G 与 G∞ 独立, 推出 G 与自身独立, 因此有 0-1 律.

练习 1.1.2 (Fubini) 设随机变量 ξ,η 独立, f 是 R2 上非负或者有界可测函数. 证明:

Ef(ξ,η) = E[Ef(x,η)]{x=ξ}.

1.2 可测性与条件期望

众所周知, 概率空间由样本空间, 事件域与概率三部分组成. 如果把看作海中的
冰山, 那么样本空间和概率是浮在水面上的那部分, 而事件域是水面之下的那部分.
如古典概率, 只需关心样本空间与概率, 不需要关心事件域, 不论懂不懂数学, 任何
人都可以理解和做题, 但要深入学习概率论, 就必须理解事件域与可测性. 这第一章
预备知识实际上是围绕可测性展开的.

随机变量是随机现象结果的数字表示,它的取值在现实中是无法预知的,期望是
它的一个大概的估计. 但是基于已知的信息那就可能有更好的估计, 这大概是条件
期望的思想. 如要找一个罪犯,侦探总是通过某些信息来推断,慢慢地缩小搜寻范围.
在讲条件期望前,还需要从直观和理论两方面理解事件域和可测这两个概念,事件域
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是事件的集合, 大概是指样本空间的分类, 直观地说, 我们不知道罪犯具体信息, 但
知道罪犯在哪个区域活动,或者知道罪犯的年龄范围,又或者知道罪犯大概的体重身
高. 也就是说知道一些信息, 所以我们把事件域叫做信息, 注意这里所说的信息只是
一个更形象一点的词, 不是信息论中所说的信息. 直观地说, 一个随机现象确定一个
概率空间 (Ω,F,P), 设 G 是子事件域, 我们说掌握信息 G, 或者说给了这个信息, 是
指对于这个随机现象来说, 我们知道 G 中每一个事件是否发生.

例 1.2.1 掷一个骰子, Ω 是 {1, 2, 3, 4, 5, 6}, F 是所有子集全体, 所有信息, 掌握它
即知道是什么点, G 是 {1, 2, 3}, {4, 5, 6} 生成的事件域, 掌握它即知道大小, G ′ 是

{1, 3, 5}, {2, 4, 6} 生成的事件域, 掌握它即知道奇偶. 如果一个人同时掌握了大小与
奇偶的信息, 那么他掌握了事件 {1, 3}, {2}, {4, 6}, {5} 给出的信息, 但还不一定能确定
是什么点.

不同的人掌握不同的信息. 事件域的定义要求可以解释为信息具有某种相容性,
直观地说假设人懂得逻辑地思考, 不懂得逻辑地思考的人虽然可能知道许多知识片
段, 但不能说就是信息, 因为这些知识片段不一定相容, 例如有的人有时引用科学的
同时又轻易迷信. 信息的多少体现在哪里? 体现在它对于 Ω 的分辨有多细. 例如,
如果一个人除了名字不知道任何关于斯里兰卡的事情, 那么他关于斯里兰卡的信息
就是一块地方, 无法区分其中的什么省什么市. 而一个来自斯里兰卡的人可以告诉
你什么地方有什么样的风土人情. 特别地, G 中的原子是它的一个不可再分辨的元

素, 即一个随机变量 X, 或者随机向量, 或者随机过程, 给出的信息是指它所生成的
子事件域 σ(X).

可测性是大家熟悉的概念, 一个随机变量 Y 关于 G 可测是指对任何 y ∈ R 有
{Y 6 y} ∈ G. 这等价于对任何 Borel 集 B, Y−1(B) ∈ G. 或者说 σ(Y) ⊂ G. 直观地说,
如果 G 的信息掌握了, 那么 Y 就是确定的.

练习 1.2.1 非空集 A ∈ G 称为 G 的原子, 如果除了空集和 A 自己, 它不再包含 G

的其他元素作为子集. 证明: 如果 Y 是 G 可测的, 那么 Y 在 G 的原子上是常数.

设 {Ωj : 1 6 j 6 n} 是有限或者可数个非空的事件, 而且是 Ω 的分类, 则其生成
的子事件域 G = σ({Ωj : 1 6 j 6 n}) 中, Ωj 是原子. 这样的子事件域称为离散的, 或
者是由原子组成的. 那么关于 G 可测的随机变量 Y 可以写成

Y =

n∑
j=1

aj1Ωj
.
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这给我们另外一种角度看待信息和可测：显示器怎么显示一张图片？样本空间 Ω的

元素构成显示屏的显示光点,信息 G是显示点的一个分类,其中原子 Ωj 中的点总是

显示同一种颜色, 这样形成一种分辨模式2, 确定了分辨模式的显示屏称为一个显示
器, 也就是说信息 G 可以看作一个显示器. 一个随机变量是 Ω 到 R 的映射, 映射值
可以看成颜色, 所以随机变量可以等同于一张图片, 而随机过程等同于一段视频. 如
果 Y 关于 G 可测, 那么上面的结论说它在 Ωj 的所有点上是同一个颜色, 这样图片
就可以在显示器上清晰显示, 所以关于 G 可测意味着图像可以在该显示器上清晰地

显示, 毫无损失. 一般来说, 随机变量 Y 不一定关于 G 可测, 它在 Ωj 不一定是同一

个颜色, 要在 G 这个显示器上显示, 必须重新调整颜色, 这样显示的图片和原来的图
片不同. 当然 F 是最强大的显示器, 所有随机变量作为图片都可以清晰显示. 下面
的引理是更一般的结论, 当 X 是简单随机变量时就是上面的结果.

引理 1.2.1 Y 关于 X 可测, 即 σ(Y) ⊂ σ(X), 当且仅当 Y 是 X 的函数, 即存在 Borel
可测函数 f 使得 Y = f(X). 结论当 X, Y 是随机向量时也成立.

事实上, 只需验证对任何 Borel 可测的 g 有 Borel 可测的 f 使得 g(Y) = f(X).
而这由下面显然的事实推出: 对任何的 Borel 可测集 B, {Y ∈ B} ∈ σ(X), 故存在
Borel 可测集 A 使得 {Y ∈ B} = {X ∈ A}, 即 1B(Y) = 1A(X).

尽管我们无法预测一个随机变量的取值,但如果知道它的随机性,那么总还是有
期望的. 实际上, 期望是在不确定情况下讨论问题的关键. 如果我获得额外的信息,
那么期望就会改变. 额外信息下的期望是条件期望.

例 1.2.2 条件期望的概念可追溯到 Fermat 和 Pascal 讨论的分赌注问题. 甲乙两个
人以三局两胜的游戏决定 64 元赌注的归属. 未来不确定的时候应该怎么分钱? 他
们的共识或者直觉是按照期望分钱, 而期望实际上与赢的概率成比例. 在游戏开始
前, 两人对于赌注的期望是一样的, 各一半. 在第一局之后, 两人对于赌注的期望就
会不同; 第一局的胜者 (例如是甲) 期望更高, 48 元, 占总赌注的 3/4, 败者的期望为
16, 占 1/4. 这是为什么呢? Pascal 是这样解释的: 如果继续比一局, 则有相同的两
种可能, 甲乙的比分是 2:0 或者 1:1. 显然甲的期望是全部赌注 64 或者一半赌注 32,
因此之前甲的期望是 48, 即两者的平均.

显然, 条件期望随条件而变化, 即甲胜的话其期望是 48, 否则的话其期望是 16,
在这个意义下它是个随机变量.

2生活中使用的显示器是矩形点阵的, 所以用分辨率来表示分辨模式
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例 1.2.3 袋子 1 中有 a 个白球 b 个黑球, 从中随机地取 n 个球放到袋子 2 中, 再
从袋子 2 中随机地取一个球, 用 A 表示该球是白色这个事件. 因为袋子 2 中白球的
个数不确定, 所以很难立刻得到 P(A). 用 X 表示袋子 2 中白球个数. 那么当 X 已

知时, A 的概率就是显然的, 即是条件概率

P(A|X = k) =
k

n
.

这个等式也说成当白球个数 X 给定时, A 的概率是 X/n, 写成

P(A|X) =
X

n
,

称为 A 关于 (随机变量) X 的条件概率 (期望).

再回到离散的子事件域 G. 概率论中最重要的公式之一是全概率公式: 对任何
A ∈ F, 有

P(A) =

n∑
j=1

P(A|Ωj)P(Ωj).

因为事件 A 可以看成为随机变量 1A, 而 P(A) = E(1A). 因此我们可以把全概率公
式推广到随机变量情况

EY =

n∑
j=1

E(Y|Ωj)P(Ωj), (1.2.1)

其中 Y 是一个可积随机变量, 而对于任何事件 B, 类似地定义 B 上的平均

E(Y|B) :=
E(Y1B)
P(B)

.

为什么全概率公式成立? 仔细观察(1.2.1), 不难发现右边是随机变量

ξ :=

n∑
j=1

E(Y|Ωj)1Ωj

的期望. 这个随机变量称为 Y 关于 G 的条件期望, 记为 E(Y|G), 它在原子上的取值
是 Y 在该原子上的平均, 所以才会有全概率公式 EY = Eξ.

引理 1.2.2 下面三命题等价:

1. Y ′ = E(Y|G);

2. Y ′ 是 G 可测的且对任何 G 可测的随机变量 X, 有 E(Y − Y ′)2 6 E(Y − X)2;
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3. Y ′ 是 G 可测的且对任何 A ∈ G 有 E(Y ′1A) = E(Y1A).

在此我们验证 1 可以推出 2. 其他证明留作练习. 任意取一个关于 G 可测的随

机变量 X, 则 X =
∑n

j=1 aj1Ωj
. 不难推出 E[(Y − Y ′)(Y ′ − X)] = 0, 因此有

E(Y − X)2 = E(Y − Y ′)2 + E(Y ′ − X)2 > E(Y − Y ′)2,

也就是说, Y ′ 在 L2 距离的意义下在所有关于 G 可测的随机变量中离 Y 最近, 而且
是唯一的.

练习 1.2.2 证明上述引理的其他蕴含关系: 2 蕴含 3, 3 蕴含 1.

还是用上面显示器和图片作为例子来解释, 随机变量 Y 关于 G 的条件期望就是

用显示器 G 来显示图片, 使得它与图片 Y 最接近. 因为当 Y 不是关于 G 可测时, 分
辨模式不匹配, 所以图片不可能无损显示. 我们需要选取 Ωj 中的点的颜色, 使得显
示的图片达到最佳效果. 怎么做? 答案就是 E(Y|G).

怎么把条件期望的定义推广到一般的事件域 G 呢? 上面引理中的三个等价命
题的第三个最适合作为一般条件期望的定义, 因为它被推广时需要的预设条件最少.
考虑一个可积随机变量 Y 与 F 的一个子事件域 G, 我们来定义在某种意义上最接近
Y 的 G 可测的随机变量, 称为 Y 关于 G 的条件期望.

定义 1.2.1 设 Y 是可积的随机变量, G 是一个子事件域, 那么存在唯一的关于 G 可

测随机变量 Y ′ 满足对任何 A ∈ G, E(Y ′1A) = E(Y1A), 称为 Y 关于 G 的条件期望,
记为 E(Y|G). 如果 X 是一个随机变量, 那么 E(Y|X) := E(Y|σ(X)).

存在性的数学关键是测度论中的 Radon-Nikodym 定理, 唯一性是指几乎处处
相等的意义下, 由下面引理证明.

引理 1.2.3 如果 Y1, Y2 都关于 G 可测且满足对任何 A ∈ G 有 E(Y11A) = E(Y21A),
那么 Y1 = Y2 a.s.

下面关于条件期望的等式或不等式都是在几乎处处的意义下叙述并证明的, 后
面应该有 a.s. 标记, 通常省略. 这里强调一下, 要证明一个随机变量 X 是条件期

望 E(Y|G), 必须且只需证明两件事情, X 是 G 可测的, 且对于任何的 A ∈ G 有

E(X1A) = E(Y1A).
随机变量的条件期望有下面的性质, 这些性质完全是由定义推导的.

定理 1.2.1 (1) Y 7→ E(Y|G) 是线性的, 保序的;
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(2) 全概率公式的推广: E(E(Y|G)) = EY;

(3) 如果 X, Y 是随机变量, 且 X 是关于 G 可测的, 那么 E(XY|G) = XE(Y|G);

(4) 如果 Y 与 G 独立, 那么 E(Y|G) = EY.

(5) 设 G1,G2 是子事件域, 且 G1 ⊂ G2. 那么

E(E(Y|G1)|G2) = E(E(Y|G2)|G1) = E(Y|G1);

(6) E(Y|{∅,Ω}) = EY; 若 Y 关于 G 可测, 则 E(Y|G) = Y.

这些性质中, (2)(6) 是显然的. 我们来证明 (3), 其他类似, 留作练习。(3) 的右
边是 G 可测的, 因此我们只需验证对任何 A ∈ G 有

E(XE(Y|G)1A) = E(XY1A).

由单调类方法只需对 X = 1B, B ∈ G验证即可. 而这时 X1A = 1A∩B,其中 A∩B ∈ G,
上述等式由 E(Y|G) 的定义是显然成立的.

练习 1.2.3 证明定理的 (1)(4)(5).

定理 1.2.2 设 Y 是平方可积随机变量, G 是一个子事件域, 那么

E(Y − E(Y|G))2 = inf{E(Y − X)2 : X 是关于 G 可测的平方可积随机变量}.

证明. 因为 ζ 与 E(ξ|G) 都是关于 G 可测的平方可积随机变量, 故由上面的讨论得

E(Y − X)2 = E(Y − E(Y|G))2 + E(E(Y|G) − X)2 + 2E[(Y − E(Y|G))(E(Y|G) − X)]

= E(Y − E(Y|G))2 + E(E(Y|G) − X)2,

由此看出结论是显然的.

该定理说明条件期望 E(Y|G) 是 G 可测的随机变量中离 Y 最近的那个. 另外从
几何的角度来看, Euclid 空间上的一个点到其一个子空间的最短距离是这个点到这
个空间的投影的距离. 因此它也说明条件期望的存在. 事实上, 我们可以把平方可积
的随机变量全体看成一个内积空间, 内积为 〈X, Y〉 = E(XY), 它是一个 Hilbert 空间,
而 G 可测的随机变量全体 G 是其中的闭子空间. 上面定理说明 E(Y|G) 是 Y 到 G

的正交投影, 由 Hilbert 空间的性质, 它是存在且唯一的.



第一章 预备知识 9

把随机变量 Y 看成一个需要预测的随机变量, G 看成已知信息, 那么 G 可测的

随机变量全体是在已知 G 的前提下对 Y 的预测全体, 而 E(Y|G) 恰好是其中离 Y 距

离最近的一个预测, 或者说是最佳预测. 因此说条件期望 E(Y|G) 是已知信息 G 的条

件下对 Y 的最佳预测. 这样定理 1.2.1的性质就有很好的解释: (6) 说明当没有信息,
即 G = {∅,Ω} 时, 对 Y 的最佳预测就是它的期望, 而当有足够信息, 即 G = F 时, Y
的最佳预测就是自己; (4) 说明当 G 独立于 Y 时, 它透露的信息对预测 Y 没有帮助,
此信息和没有信息一样.

练习 1.2.4 设 X, Y 是独立同分布的可积随机变量. 猜测 E(X|X+ Y) 并验证.

练习 1.2.5 设 X, Y 是两个随机变量. 函数 P(Y 6 y|X) 称为 Y 关于 X 的条件分布,
或者说 Y|X 的分布, 类似地 E(Y|X) 称为 Y|X 的期望. 设 (X, Y) ∼ N(a,b,σ2, τ2, ρ).
求 Y|X 的分布以及期望.

定理 1.2.3 条件期望的 Jensen 不等式: 当 f 凸时,

f(E(X|G)) 6 E(f(X)|G).

证明. 凸函数的曲线总在其任意点处的切线之上: 对任何 x, x0 ∈ R,

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

然后 x, x0 分别以 X,E(X|G) 代入得

f(X) > f(E(X|G)) + f ′(E(X|G))(X− E(X|G)).

两边对 G 取条件期望时, 第二项等于零, 因此推出定理结论.

最后, 重申一下符号. 对于一个事件 A, 1A 是示性函数, P(A) = E1A, 对于随机
变量 X, E(X;A) = E(X1A). 如果有另一个事件 B, 则 E(X;A,B) = E(X;A ∩ B).

1.3 随机过程及其分布

什么是随机过程? 简单地说, 随机过程就是以时间顺序记录的随机变量族, 例
如, 某地气温, 水位的记录; 某个随风飘动的灰尘的位置记录; 银行某个窗口服务人
流量的记录, 股票价格变化的记录, 等等. 在课程正式开始之前, 同学们要问自己一
个问题. 学完了概率论, 你觉得概率论究竟在研究什么? 简单地说, 概率论研究随机
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变量及其分布. 随机变量的值是不确定的, 是不可预测的, 因此我们只好通过它取值
的可能性来研究它,也就是分布或者说期望. 换句话说,未来无法预知,只能预期. 相
应地说, 随机过程理论更多的是研究随机过程的分布. 本节将介绍随机过程的分布.

设 T 是时间集, 通常是实数的一个子集.

定义 1.3.1 概率空间 (Ω,F,P) 上以时间记录的随机变量族 X = (Xt : t ∈ T) 被称
为随机过程„ 确切地说, 对任何 t ∈ T, Xt 是一个随机变量.

在本课程中, 我们只关注两种情况: 离散时间, 即 T 是非负整数集, 或者连续时
间, 即 T 是非负实数集. 离散的时间通常用 n 表示, 对应的随机过程写成 X = (Xn),
称为离散时间随机过程或者随机序列. 随机序列实际上在概率论中有很多讨论, 如
随机序列的收敛性, 大数定律与强大数定律. 在本课程中, 第二、三、四章讨论的是
随机序列, 第五第六章讨论的是连续时间随机过程.

随机过程主要关心样本轨道的概率性质, 即满足某种轨道性质的可能性有多大.
例如, 随机序列 {Xn} 的样本轨道 Xn(ω), n > 1, 是一个数列, 那么 (Xn) 满足某个

性质 (如收敛或者有界等) 是指事件 {ω ∈ Ω : (Xn(ω)) 满足某个性质}, 是样本轨道
性质. 如果此概率为 1, 那么我们说几乎所有样本轨道满足该性质. 例如, 几乎处处
收敛就是几乎所有样本轨道收敛, 是轨道的概率性质. 严格地说, 依概率收敛不算是
轨道的概率性质, 尽管它可能蕴含轨道的概率性质, 例如有一个子列几乎处处收敛.
概率论中学过一个例子, 一个随机序列依概率收敛于 0 但收敛的概率是零, 也就是
几乎所有轨道都是发散的.

随机过程实际上有两个变量: 时间 t 与样本 ω. 固定时间 t, Xt 是一个随机变

量, 固定样本 ω, Xt(ω) = X(t,ω) 是一个函数, 也称为样本 ω 的轨道, 简称为样本
轨道. 随机过程有一些基本的命名, 如每个随机变量都可积 (或者平方可积) 的随机
过程称为可积 (平方可积) 随机过程. 按照样本轨道看, 几乎所有样本轨道右连续或
者连续的随机过程被称为右连续或者连续 (随机) 过程, 几乎所有样本轨道是递增函
数的随机过程被称为递增过程. 当然, 随机过程中重要的是概率 P, 它决定了随机过
程轨道的概率性质它如同一个过滤镜, 只看到它让我们看到的轨道 (概率 1).
本课程将介绍并研究几类随机过程及其性质, 它们描述并模拟现实生活的某些

现象, 应用广泛. 第二章第三章将分别用马氏性和鞅方法研究随机游动, 第四章将介
绍马氏链, 第五章介绍更新过程与 Poisson 过程, 第六章介绍并研究布朗运动. 在自
然科学中,研究一个对象通常无需考虑其是否存在的问题,因为它一般是自然存在的
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事物,但在研究一个数学概念时,在关注其直观性的同时我们必须关注其理论上的存
在性问题,因为概念是人为定义的,可能会发生其实也真实发生过因为定义自身的矛
盾使得研究对象实际上是个空集的情况. 怎么获得所讨论的随机过程的存在性? 通
常有两个途径, 一个是通过被证明已经存在的概率空间与随机变量来构造新的随机
变量和随机过程. 例如, 在概率论课程中, 我们假设概率空间上有一个随机变量 ξ 服

从 [0, 1] 上均匀分布, 那么我们可证明服从任何分布函数 F 的随机变量存在. 参考
[6] 的定理 5.2.1. 我们也证明了均匀分布随机变量的存在性等价于独立同分布且等
可能地取值 0 与 1 的随机序列 {Xn : n > 1} 的存在性. 参考 [6] 的例 3.1.1. 后者
真实地模拟无穷多次地掷硬币这个概率模型, 所以简称为掷硬币序列. 均匀分布随
机变量存在等价于 [0, 1] 上存在 Lebesgue 测度, 这里我们不加证明地承认这个结论.
承认它, 我们就有下面更一般的定理: 任何分布的独立同分布随机序列存在. 参考
[6] 的定理 10.2.2.

定理 1.3.1 对任何分布函数 F, 存在独立且分布函数都是 F 的随机变量序列.

练习 1.3.1 将一个掷硬币序列不重复地写成可列个掷硬币序列, 然后证明上面定理.

独立随机序列的存在性可以帮助我们构造本讲义中大部分随机过程, 例如随机
游动, Poisson 过程与布朗运动. 但不是所有随机过程都可以这样来构造, 在很多场
合, 我们需要借助概率论中奠基性的 Kolmogorov 相容性定理.

下面我们介绍分布与随机过程的分布. 给定概率空间 (Ω,F,P) 以及随机变量
X, 其分布的定义是

µ(B) := P(X ∈ B), B ∈ B(R).

因为 {X ∈ B} 是 B 的逆像 X−1(B), 所以像测度 µ 也形象地记为 P◦X−1. 分布是 R
上的概率, 是由 X 把 P 诱导到 R 上的, 所以也称为 P 在 X 下的像测度. 在欧氏空
间上, 分布通常用更简单更熟悉的分布函数表达,

F(x) = P({X 6 x}), x ∈ R.

分布函数是一个递增右连续函数, 但重要的是分布与分布函数是互相唯一决定的.
在本课程中, 我们不再区分分布与分布函数.

可以说, X的分布包含了 X在原概率空间中的所有概率性质. 这时, (R,B(R),µ)
也是概率空间, 且 ξ(x) = x, x ∈ R, 是一个随机变量, 其分布就是 µ, 所以我们说 X

与 ξ 同分布. 因为后者更简单具体, 所以像测度将抽象问题具体化. 这个思想非常
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重要, 可以推广到一般的空间上.
现在给定一个抽象的空间 E 以及 E 的某些子集组成的一个 σ-代数 E, 那么

(E,E) 被称为一个可测空间. 现成的例子就是欧氏空间 Rn 及其 Borel 子集. 任何一
个拓扑空间的开集全体生成的 σ-代数被称为 Borel σ-代数, 其中的集合称为 Borel
集, 这是拓扑诱导的可测结构.

定义 1.3.2 Ω 到 E 的映射 X 称为是可测的 (相对于给定的 σ-代数), 如果对任何
B ∈ E 有 X−1(B) ∈ F, 或者记为 X−1(E) ⊂ F, 其中 X−1(E) 自然地表示 E 中集合的

逆像全体.

分布是很容易推广到一般空间的. 设 X 是 Ω 到 E 的可测映射. 定义

µ(B) := P({X ∈ B}), B ∈ E.

定理 1.3.2 µ 是 (E,E) 上的概率测度.

证明非常简单, 关键是由映射的定义可以推出不交的集合的逆像也是不交的.
概率 µ 被称为是 X 在 E 上的分布, 或者 P 关于 X 的像测度, 记为 P◦X−1, 或
P(X ∈ dx). 类似地, (E,E,P◦X−1) 是个概率空间, 其上的恒等映射与 X 同分布, X 的
函数 f(X) 的期望可转换为 E 上的期望

Ef◦X = Ef(X) =
∫
E

f(x)P(X ∈ dx).

注意概率通常也用期望的方式表示, P(A) = E1A, 或者

P(X ∈ B) = P(X−1(B)) = E1B◦X.

遗憾的是分布函数的概念无法推广到一般空间上.
随机过程是一族随机变量, 但是它也可以看成是一个随机映射, 所以也有分布.

设 (Ω,F,P) 是概率空间, T 是时间集, (E,E) 是一个可测空间, X = (Xt : t ∈ T) 是
其上的以 (E,E) 为状态空间的随机过程. 在本讲义中, T 通常假设是非负整数集或
者是非负实数集, E 是可数集或者欧氏空间. 通常的观点是说随机过程是一族随机
变量, 现在我们用不同的视角来重新审视随机过程.

随机过程的样本轨道是指 (Xt(ω) : t ∈ T), 其中 ω ∈ Ω 是一个样本, 它实际上
是 T 到 E 的一个映射, 也称为轨道. 我们用 ET 表示 T 到 E 的映射全体, 或者说轨
道空间. 那么随机过程可以看成为样本空间 Ω 到轨道空间 ET 的映射:

X : Ω −→ ET.
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现在, 样本空间上有一个概率测度 P, 它会在轨道空间上诱导出一个概率测度. 但在
此之前, 轨道空间上需要有一个 σ-代数使得 X 是可测的.

轨道空间 ET 也就是 E 的以 T 为幂的乘积空间, 称为无穷乘积空间. 它到 E 有

一个自然的投影映射,
Zt(w) = w(t), w ∈ ET,

其中 w = w(t) 是一条轨道. 现在, 把 ET 上使得坐标过程 (Zt : t ∈ T) 中的所有随
机映射可测的最小 σ-代数记为 ET, 即

ET = σ

(⋃
t∈T

Z−1
t (E)

)
,

称为柱集生成的 σ-代数, 它就是我们需要的 σ-代数.

练习 1.3.2 设 E = R,E = B(R), T = [0,∞), 再设 C 是 ET 中的连续函数全体,
W ⊂ C. 问 W ∈ ET? 提示: 先证明: 如果 A ∈ ET, 那么存在至多可数集 S ⊂ T, 使
得对于任何 f,g ∈ A, 如果 f|S = g|S, 那么或者 f,g ∈ A 或者 f,g ∈ Ac. 然后判断
W 是否有这个性质.

这时, Z = (Zt : t ∈ T) 是以 T 为时间集, 以 (E,E) 为状态空间的随机过程, 称
为坐标过程或者典则过程. 随机过程 X = (Xt : t ∈ T) 定义了一个从 Ω 到 ET 的映

射, 即把样本 ω 映射为样本轨道 t 7→ Xt(ω).

引理 1.3.1 映射 X 是可测的.

实际上, ET = σ(Zt : t ∈ T), 且对任何 t ∈ T,

Xt = Zt◦X.

对任何 A ∈ E, X−1(Z−1
t (A)) = X−1

t (A), 推出 X−1(Z−1
t (E) = X−1

t (E). 因逆像与 σ

以及并运算可换, 所以

X−1(ET) = X−1

(
σ

(⋃
t∈T

Z−1
t (E)

))

= σ

(⋃
t∈T

X−1(Z−1
t (E))

)
= σ

(⋃
t∈T

X−1
t (E)

)
⊂ F.

由该引理可知, X 在 (ET,ET) 诱导出一个像测度. 像测度 PX = P◦X−1 就是随

机过程 X 的分布. 随机过程的所有概率性质都隐含在分布中. 直观地, 一个轨道性
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质是 ET 的一个可测子集 A, X 的轨道满足该性质的概率等于 PX(A). 实际上, 轨道
空间上坐标过程 Z = (Zt :∈ T) 是概率空间 (ET,ET,PX) 上的随机过程, 它是用来描
述轨道性质的基本工具, 它与 X 同分布, 即

P(X ∈ A) = PX(A) = PX(Z ∈ A).

因为 PX 就是随机过程的分布, 所以研究随机过程 X 的概率性质就等于研究轨道空

间 ET 上的概率 PX. 因此, 在后面, 在研究随机过程 X 时, 我们通常代之以研究轨道
空间上的轨道过程 (Zt) 和概率 PX, 这样做更为简单和直观.

练习 1.3.3 设 E = R,E = B(R), T = [0,∞), C 是 ET 中的连续函数全体. 设
X = (Xt)t∈T 是 (Ω,F,P) 上一个随机过程, 分布为 PX. 假设 X 连续, 这是指它
的几乎所有轨道连续, 即存在概率 1 的事件 Ω0 ∈ F 使得对任何 ω ∈ Ω0, 样本
轨道 t 7→ Xt(ω) 连续, 即 Ω0 ⊂ X−1(C). 注意, C 本身不是可测集, 所以不能说
PX(C) = 1. 一个概率空间中的一个不可测集, 当然不能谈论测度, 但可以谈论它的
内测度与外测度, 外侧度是包含该不可测集的所有可测集的测度的下确界, 反之, 内
测度是包含于这个不可测集的所有可测集的测度的上确界. 证明: C 的外测度是 1,
内测度是 0. X−1(C) 的内外测度都是 1.



第二章 简单随机游动

随机过程直观上是随机现象中按时间顺序记录的数据, 它的研究对象通常是依
序排列的无限多个随机变量. 最简单的随机过程是随机游动, 它是指独立同分布随
机变量序列组成的部分和序列. 在实际中有许多例子, 如重复一个同样输赢可能性
的赌博. 但它的理论研究起源于 1708 年法国学者 Remond de Montmort. 所以, 随
机游动的研究已有很长的历史.

在这一章中, 我们将用不同的方法研究随机游动. 首先是用经典的组合方法来
讨论对称简单随机游动,整数上对称简单随机游动是随机游动中最简单的一类,它在
每个点处向左和向右的可能性是一样的, 这种随机游动可以简单地由掷一枚公正的
硬币的方式来实现. 在第二部分我们介绍强马氏性, 然后用这个方法来研究简单随
机游动的一些问题.

2.1 Bernoulli 序列

最简单的随机试验包含两个结果 (通常用成功与失败, 或者 1 与 0, 或者 1 与
−1表示), 称为 Bernoulli试验, 概率分别为 0 < p < 1与 q = 1−p, 例如掷硬币. 概
率论中最普遍的问题就是重复 Bernoulli 试验, 例如二项分布是重复 n 次 Bernoulli
试验其中成功次数的分布.

现在我们研究随机游动, 假设一直独立地重复 Bernoulli 试验, ξn 表示第 n 次

试验的两个结果 1,−1,概率分别为 p,q,用 p(x)表示该分布律. 那么 {ξn}是一个独

立同分布的随机序列, 也称为 Bernoulli 序列. 令 X0 = 0, Xn := ξ1 + ξ2 + · · · + ξn,
也是一个随机序列, 称为原点出发的简单随机游动, 记为 X = (Xn), 除非特别说明,
n 约定是非负整数. 是本章以及下一章关注的焦点, 因为它模拟一场简单赌博中其

15
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中一个赌徒的财富积累过程, 所以在金融领域有深刻的背景. 简单随机游动通常分
三种情况: 右偏 p > 1/2, 左偏 p < 1/2, 对称 p = 1/2. 左与右类似, 因此通常只需
关注右偏和对称两种情况.

随机游动的样本轨道有什么性质可以研究呢? 我们拿下面一个简单问题来进

行讨论: 设 a 是整数, 随机游动 (Xn) 是否一定到达 a? 从字面看, 这是指事件⋃∞
n=1{Xn = a}. 但更方便的是引入一个重要的随机时间

Ta := inf{n > 1 : Xn = a},

称为 a 的首中时. 首中时是本课程的重要研究对象之一. 注意定义中的 n 是从 0 开
始与从 1 开始稍有不同. 因为 S0 = 0, 所以当 a 6= 0 时, Ta = inf{n > 0 : Xn = a},
而当 a = 0 时, 这两者是不同的. 后面我们会看到, 由此定义的时间也很有用, 在此
称为进入时以示区别. 由于随机游动是一步一步移动的，故 Ta 也称为首次通过时,
T = T0 直观地称为首次返回时. 约定 inf ∅ = ∞, 因此事件 {Ta < ∞} 表示随机游动

的轨道在有限时间内碰到 a, 我们关注概率 P(Ta < ∞). 当此概率为 1 时, 再考虑其
期望与分布.

在概率论课程中, 我们已经知道 Xn 满足大数定律, 即依概率收敛的意义下

Xn

n
−→ E[ξ1].

这是由 Bernoulli 在 300 多年前证明的, 这种收敛方式比几乎必然 (几乎处处) 要弱.
然后由 Borel-Cantelli 引理, Borel 在 100 年前证明了上述收敛在几乎处处的意义
下也是成立的. 在这里几乎处处的意义, 也就是几乎所有的样本轨道具有所述的性
质. 如果随机游动右偏, 那么 E[ξ1] = p − q > 0, Xn 几乎处处趋于正无穷, 这意
味着几乎所有的样本轨道趋于正无穷, 即赌徒赢的可能性是 1. 当 a > 0 时, 因为
{limn Xn = +∞} ⊂ {Ta < ∞}, 所以 P(Ta < ∞) = 1, 即轨道肯定到达 a. 当 a 是负

整数时却难以回答. 因为 ⋂
a<0

{Ta < ∞} = {infXn = −∞},

而右边事件的概率是零, 所以 P(Ta < ∞) 随着 a 递减趋于 −∞ 而递减趋于零. 这
还不足以判断对给定的负整数 a 是否 P(Ta < ∞) < 1. 但如果应用 {ξn} 独立同分

布的性质, 那么我们可以做到这一点.
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练习 2.1.1 证明: 在 q < p 时, P(T−1 < ∞) 与 P(T < ∞) 小于 1. 提示: 严格地证
明 P(T−1 < ∞) = q + pP(T−2 < ∞), 直观上, 随机游动往左或者右, 往左就到 −1,
往右到 1 然后等待访问 −1, 相当于从 0 等待访问 −2. 这足以推出结论.

对称时会怎么样? 强大数定律只是说 Xn/n 的极限是零, 这只是说 |Xn| 相比较

于 n 是很小的, 这不能告诉我们 Xn 最终是正还是负, 也不能告诉我们当 n 趋于无

穷时, Xn 会不会趋于无穷, 是有界还是无界, 或者有没有极限, 等等.
让我们证明几乎所有的轨道是无界的, 即

P(sup
n

Xn = ∞) = 1.

首先它属于 {ξn} 的尾事件域, 因为 supn Xn 是否有限与 {ξn} 的前有限个无关. 因
此由 Kolmogorov 01 律, 它的概率非 0 即 1. 我们只需证明概率非零即可. 为此, 应
用中心极限定理和 Fatou 引理, 得

P(sup
n

Xn = ∞) > P(lim
n
{Xn >

√
n})

> lim
n

P(Xn >
√
n) = 1 −Φ(1) > 0.

然后利用随机游动的对称性, 即 (−Xn : n > 1) 与 (Xn : n > 1) 同分布, 推出
P(infnXn = −∞) = 1. 那么

P(sup
n

Xn = +∞, inf
n

Xn = −∞) = 1.

这证明 (Xn) 的样本轨道不可能收敛, 也不会趋于无穷, 实际上它的轨道是震荡的,
而且振幅会无限变大. 因为该随机游动本身是一步一步走的, 所以它的轨道会走遍
所有的整数态, 即

P

(⋂
a∈Z

⋃
n

{Xn = a}

)
= 1.

这等价于对任何 a ∈ Z, 有 P(
⋃

n{Xn = a}) = 1. 因此推出 P(Ta < ∞) = 1.

2.2 反射原理

在本节中, 我们将用初等排列组合方法用讨论对称随机游动. 简单对称的随机
游动是最早被数学家关注和研究的随机现象, 因为它非常的常见, 比如两个人可以
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用一个硬币开始, 正面赢一块, 反面输一块, 这样一直下去就是一个简单的随机游动,
当然硬币只是起一个随机发生器的作用, 我们可以用掷骰子, 下棋, 打球, 猜数字等
各种方法代替. 把其中某个人持有的钱数按时间顺序记录下来画在黑板上, 赢一块
钱向上一格, 输一块钱向下一格, 这样在黑板上就出现一条忽上忽下的轨迹, 称为一
条样本轨道. 下次再赌, 又会有一条样本轨道, 所有这些可能的样本轨道是等可能出
现的, 这实际上已经给我们关于简单对称随机游动的基本图景.

对称随机游动的轨道的概率性质可以用等可能的格点轨道代替, 因此我们也可
以用古典概率方法来研究它. 让我们认真地把这句话表达清楚. 考虑平面上的整
数格点组成的空间, 横轴表示时间, 纵轴表示空间. 一段格点轨道是指某个整数列
(sm, sm+1, . . . , sn) 满足: 对 m < k 6 n, sk − sk−1 取值为 1 或 −1. 用直线将其相
邻的点 (k − 1, sk−1) 与 (k, sk) 连接, 形成为一条折线. n − m 称为是轨道的长度.
当 m = sm = 0 时, 称为从 0 出发长为 n 的一条格点轨道.

设 s 是一条零点出发长为 n 的格点轨道, 那么随机游动的从 0 到 n 的一段

(Xj : 0 6 j 6 n) 恰好是 s 的概率是事件 ξk = sk − sk−1, 1 6 k 6 n, 发生的的概率,
等于 1/2n. 用 Wn 表示从 0 出发长为 n 的格点轨道全体, 即若 B ⊂ Wn, 它表达一
个轨道性质, 那么

P((Xj : 0 6 j 6 n) ∈ B) =
|B|

2n .

换句话说, 对称随机游动的样本轨道是从 0 出发等可能出现的格点轨道. 因此, 研究
对称随机游动的样本轨道的概率性质等同于研究格点轨道组成的古典概率空间的概

率性质.

练习 2.2.1 为什么我们说随机游动样本轨道是格点轨道? 用 W 表示从零点出发的

格点轨道全体, 严格地证明: P(X ∈ W) = 1.

用 Nn,x 表示 (0, 0) 到 (n, x) 的格点轨道总数. 显然, 存在连接 (0, 0) 与 (n, x)
的格点轨道当且仅当存在 i, j ∈ Z+ 使得 n = i + j, x = i − j. 实际上, 只要用 i 和 j

表示格点轨道中向上和向下的折线数就可以了. 这样一条从 (0, 0) 出发的格点轨道
会经过 (n, x) 当且仅当它有 i 条向上的折线, 因此由排列的思想得

Nn,x =

i+ j

i

 =

 n

n+x
2


反射原理是一个关于计数的结果.
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定理 2.2.1 设 a,b > 0, m < n, 则从 (m,a) 到 (n,b) 的且碰到 x-轴的格点轨道总
数与从 (m,a) 到 (n,−b) 的格点轨道总数相同.

证明. 分别用 A, B 表示从 (m,a) 到 (n,b) 的且碰到 x-轴的格点轨道全体与从
(m,a) 到 (n,−b) 的格点轨道全体. 取 A 的任何轨道 (sm, . . . , sn), 设首次碰到
x-轴是在 k 时刻, 那么 m < k < n. 将轨道 k 到 n 部分按 x-轴反射得格点轨道

(sm, . . . , sk,−sk+1, . . . ,−sn).

它是 B 中的格点轨道. 容易验证映射

(sm, . . . , sn) 7→ (sm, . . . , sk,−sk+1, . . . ,−sn)

建立了 A 到 B 上的一一对应. 因此结论成立.

练习 2.2.2 设 b > a > 0, 证明: (0, 0) 到 (n,a) 不碰到 y = b 的格点轨道数为

Nn,a −Nn,2b−a.

引入符号 u2n := P(X2n = 0), n > 0. 那么 u0 = 1,

u2n = N2n,0/22n =
1

22n

(
2n
n

)
.

随机游动从零出发, X0 = 0, 这时 inf{n > 0 : Xn = 0} = 0, 下面定义的时间

T = inf{n > 1 : Xn = 0}

才是首次返回零点的时间, 简称首次返回时. 我们用反射原理来计算 T 的分布. 显
然

P(T = 2n) = 2P(Xj > 0, 1 6 j 6 2n,X2n = 0).

从 (0, 0) 到 (2n, 0) 且期间都在 x-轴上方的格点轨道数等于 (1, 1) 到 (2n − 1, 1) 不
碰到 x-轴的格点轨道数, 等于总数减去其中碰到的轨道数, 按照反射原理, 等于(

2n− 2
n− 1

)
−

(
2n− 2

n

)
=

(2n− 2)!
n!(n− 1)! .

因此

P(T = 2n) = 2 (2n− 2)!
n!(n− 1)!

1
22n =

1
2nu2n−2 =

1
2n− 1u2n.
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那么 P(T < ∞) =
∑

n>1 P(T = 2n), 这个和不是很容易直接看出来, 但是可以用
Taylor 展开,

1√
1 − x

=
∑
n>0

u2nx
n,

得到

1 −
√

1 − x =
∑
n>0

1
2n+ 2u2nx

n+1,

因此 P(T < ∞) = 1. 还可以用巧妙点的方法

P(T = 2n) = 1
2nu2n−2 = (1 −

2n− 1
2n )u2n−2 = u2n−2 − u2n, n > 1,

因此直接看出 P(T < ∞) = 1.

练习 2.2.3 证明: P(T1 < ∞) = 1.

练习 2.2.4 对 n > 1, 证明:

P(X1 > 0,X2 > 0, . . . ,X2n > 0) = 1
2u2n,

P(X1 > 0,X2 > 0, . . . ,X2n > 0) = u2n.

由第二个等式证明 P(T = 2n) = u2n−2 − u2n.

练习 2.2.5 设 W2n 是从 0 出发时长 2n 的格点轨道全体, 定义 A = {s ∈ W2n :

s2n = 0}, B = {s ∈ W2n : si > 0, 1 6 i 6 2n}. 如下定义 A 到 B 的映射 f. 取 s ∈ A,
当 s ∈ B 时定义 f(s) = s; 当 s 6∈ B 时, 取 (j, sj) 是该轨道上第一个最小值点, 显然
sj < 0. 这时将轨道 s 平移使得 (j, sj) 为原点, 再将其原点左边段关于竖直线做反射
然后平移接在右边段的终点处形成新的格点轨道 s ′, 则 s ′ ∈ B, 定义 f(s) = s ′. 证明
f 是 A 到 B 的一一对应. (注：该解法由 2024 春随机过程课学生杨振义提供.)

练习 2.2.6 证明: ET = ∞, 也就是说平均返回时间是无限.

练习 2.2.7 用 Nn 表示时刻 n 之前随机游动返回零点的次数. 计算 EN2n.

练习 2.2.8 反射原理还可以研究极大游程和首中时的联合分布. 取正整数 x, 令

An := max{X0,X1, . . . ,Xn},

Tx := inf{n > 0 : Xn = x},

分别称为 {Xn} 的极大游程与首次通过 x 的时间 (x 的首中时). 证明:
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1. P(Xn = k,An > x) = P(Xn = 2x− k).

2. P(An = x) = P(Xn = x) + P(Xn = x+ 1).

3. P(Tx = n) = (Nn−1,x−1 −Nn−1,x+1)/2n.

练习 2.2.9 取 a > 0. 令 Sn :=

2n∑
j=1

aXj . 求 E
(
S−1
n |X2n = 0

)
.

练习 2.2.10 用 L2n 表示长度为 2n 的格点轨道最后遇到 0 的时间, 即

L2n := sup{k 6 2n : Xk = 0}

被称为 0 点的 (在时刻 2n 前的) 末离时, 它必是偶数. 证明:

P(L2n = 2k) = u2k · u2n−2k, 0 6 k 6 n.

练习 2.2.11 求 L2n
2n 依分布收敛的极限.

与上一节的方法比较,反射原理只能用于对称的情况,它可以得到返回时间的分
布, 因此可以推出其期望是无穷.

2.3 首达概率公式

在本节中, 我们先推出利用首达公式然后以此来计算首次返回时分布. 设 X =

(Xn)是简单随机游动. 对任何非负整数 n与 k,因为 Xn+k−Xn = ξn+1+· · ·+ξn+k,
而且 (Xj : j 6 n) 与 (ξj : j 6 n) 生成的 σ-代数一致, 所以有下面的结果.

定理 2.3.1 随机序列 X ′
k := Xn+k − Xn, k > 0, 是一个与 (Xj : j 6 n) 独立且与 X

同分布 (相同的随机性) 的随机游动.

设 T 是位置 0 的首次返回时. 令 f2n := P(T = 2n). 显然, 当 X2n = 0 时,
T 6 2n. 然后当 T = 2r 时, 有 X2r = 0. 因此

P(X2n = 0) =
n∑

r=1
P(X2n = 0, T = 2r)

=

n∑
r=1

P(X ′
2n−2r = 0, T = 2r) =

n∑
r=1

f2ru2n−2r.

有下面的首达概率公式, 对简单随机游动都成立.
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定理 2.3.2 对 n > 1, u2n =
∑n

r=1 f2r · u2n−2r.

原则上, 从这个方程组可以解出 f2n, 但是很麻烦. 让我们采用母函数方法, 在
公式两边乘 t2n, 对 n 求和

∑
n>1

u2nt
2n =

∑
n>1

n∑
r=1

f2rt
2r · u2n−2rt

2n−2r =
∑
r>1

f2rt
2r

∑
n>r

u2n−2rt
2n−2r.

推出 F(t)U(t) = U(t) − 1,其中 U(t), F(t)分别是 (un)n>0, (fn)n>0 的母函数, 注意
u0 = 1, f0 = 0. 现在由 Taylor 公式得知

U(t) =
∑
n>0

(2n)!
(n!)2 (pq)

nt2n = (1 − 4pqt2)−1/2.

推出 F(t) = 1−
√

1 − 4pqt2. 注意 F实际上是随机变量 T 的母函数: F(t) = EtT . 而

lim
t∈(0,1),t↑1

tT = 1{T<∞},

由此得 P(T < ∞) = limt↑1 F(t) = 1 − |p− q|.

练习 2.3.1 下面阐述条件独立性: 设 A,B,C是三个事件, 说 B,C关于 A条件独立,
如果当 A 发生时, B 与 C 独立, 即 P(B ∩ C|A) = P(B|A)P(C|A). 证明: 此等式等价
于 P(B|A ∩ C) = P(B|A).

练习 2.3.2 利用该方法计算 P(T1 < ∞).

练习 2.3.3 当 P(T < ∞) = 1 时, 用母函数计算 ET .

在第四章中, 我们会看到上面定理所说的公式可以推广到一般的马氏链.

练习 2.3.4 令 σ2n 是 0 到 2n 时段正的时段数, 即

σ2n :=

2n∑
k=1

1{Xk−1>0,Xk>0},

称为随机游动在正半轴上的逗留时, 自然 σ2n 也必是偶数. 证明:

P(σ2n = 2k) = u2k · u2n−2k, 0 6 k 6 n.

提示: 用数学归纳法与首达概率公式.
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2.4 差分方程

差分方程是微分方程的离散形式. 差分方程是早期研究随机游动的一个重要方
法. 下面我们以输光问题为例来介绍这个方法.

输光问题是一个经典问题, 两个分别拥有赌资 a, b 的赌徒甲乙进行简单掷硬币
赌博, 一直到一方输光为止, 问甲输光的概率. 用数学语言表达就是一个随机游动的
首中时问题. 设 X = (Xn) 是简单随机游动, 那么 Xx

n = Xn + x 是从 x 出发的简

单随机游动. 差分方程的思想来自随机游动的平移性质, 即 x 点出发的随机游动移

动一步之后, 它到 x + 1 或者 x − 1, 然后是一个从到达点出发的简单随机游动. 令
a,b > 0, 求求 P(T0 < Ta+b) 和 E(T0 ∧ Ta+b), 其中上面的首中时是从 a 出发的随

机游动定义的. 对于这两个值来说, 用首中时与用进入时并无区别, 在此假设它们是
进入时, 我们会看到用进入时计算比较方便. 一般地, 当 0 6 x 6 a + b 时, 用 gx

表示对于从 x 出发的随机游动, 事件 T0 < Ta+b 发生的概率. 因为是进入时, 所以
g0 = 1, ga+b = 0, 这是边界条件. 应用全概率公式, 如果 0 < x < a + b, 那么随机
游动再走一步时会得到下面的方程

gx = pgx+1 + qgx−1.

当 p = 1/2 时, 解出
gx = 1 −

x

a+ b
.

类似地, 令 T = T0 ∧ Ta+b, 它是赌博持续时间, Ex 是从 x 出发的随机游动的时间 T

的期望. 这时 E0 = Ea+b = 0 且对于 0 < x < a+ b 有下面的方程

Ex = pEx+1 + qEx−1 + 1.

当 p = 1/2 时解得 Ex = (a+ b− x)x.

练习 2.4.1 试求解非对称情况下的差分方程.

练习 2.4.2 A, B 两人玩一个骰子赌博, 两人共有 L 元钱, 如果骰子是偶数, 则互不
给钱, 如果骰子是 1, 则 A 给 B 一元钱, 如果骰子是 3 或 5, 则 B 给 A 一元钱. 游戏
一直到一人输光结束. 用 pk 表示在开始时 A 有 k 元钱而最后赢的概率, 写出关于
{pk} 的差分方程并解出.

练习 2.4.3 一个粒子在 {−N,−N+ 1, · · · ,N− 1,N} 上作简单随机游动 (n > 1), 向
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右一步的概率为 p, 向左一步的概率为 q, −N 与 N 是吸收状态 (即停止移动). 设一
个粒子从 0 点出发, 计算它在返回 0 前被吸收的概率.

2.5 随机游动的马氏性

前面几节所用的方法具有很强的局限性, 只能用于简单随机游动. 本节中将介
绍 Markov 性及其应用, 该性质或者说方法可以由于研究更一般的随机序列.

概率空间 (Ω,F,P)及其上的 i.i.d随机序列 ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . ,定义了简单随机
游动 X = (Xn). 简单随机游动 X 的一个重要的性质是将来对于过去的依赖仅限于

现在, 或者说, 在已知现在状态的条件下, 将来与过去是独立的. 这个性质是俄罗斯
数学家在 1900 年左右提出的, 所以称为 Markov 性, 或者马氏性.

这个性质在首达概率公式的证明中使用. 确切地说,对于任何的 k,给定 Xk = x,
将来的运动 (Xn,n > k) 是一个从 x 出发的简单随机游动且与过去 X1, · · · ,Xk 独

立. 通常我们把 k 当作现在, 那么马氏性说给定现在的位置, 将来与过去是独立的.
对 x ∈ Z, 令 Xx

n = x+ Xn. {Xx
n} 称为从 x 出发的简单随机游动, 它向右移动一

个单位的概率是 p, 而向左移动一个单位的概率是 q. 当 p > q 时, 说它偏向右的,
反之偏向左的. p = q 即是前面讨论过的对称随机游动. 现在我们看到, 在概率空间
(Ω,F,P) 下, 我们有一族随机序列 {(Xx

n : n > 0) : x ∈ Z} 描述不同点出发相同转移
规律的随机游动.

为了叙述方便, 下面我们介绍另外的一套描述随机游动的系统, 简单地说, 我们
将随机游动 (Xx

n) 映射到轨道空间上去, 变成轨道空间上依赖于 x 的分布 Px. 然后
只需要关注坐标过程. 也就是说, 坐标过程 Z 在概率测度 Px 下相当于 x 出发的随

机游动. 两种体系在概率意义上没有区别, 而后一种有时更方便.
应该说这种做法在生活中也是经常的. 比如为了表示速度, 可以固定距离说一

公里走二十分钟, 也可以说一小时走三公里, 也就是说可以约定距离用时间表示速
度, 也可以约定时间用距离表示速度, 速度有多种表示方式, 甚至可以说两小时走六
公里. 再举个例子, 在美国, 当问到汽车的油耗时, 人们经常简单地回答三十英里, 这
是说 30 miles/gallon, 而在中国对同样的问题, 人们常回答说八升, 这是说 8 升/百
公里.

回忆随机过程的分布, 现在 E 是整数集, T 是非负整数集, ET 是轨道空间, 对
w ∈ ET, 定义坐标过程 Zn(w) := w(n), n > 0. ET 表示 ET 上使得所有的 Zn, n >
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0 都成为随机变量的最小事件域. 现在, 从 x 出发的随机游动 (Xx
n) 在轨道空间

(ET,ET) 上的分布用 Px 表示. 确切地说, 坐标过程 (Zn) 在概率 Px 下与 (Xx
n) 在概

率 P 下同分布. 特别地 {Zn} 在 Px 下的有限维分布与 {Xx
n} 在 P 下的有限维分布一

致, 即对任何 n > 0, x0, . . . , xn ∈ Z, 有

Px(Zi = xi : 0 6 i 6 n) = P(Xx
i = xi : 0 6 i 6 n).

显然, 从 x 出发一步到达 y 的概率 Px(Z1 = y) = P(X1 + x = y) = p(y − x). 记
p(x,y) := p(y− x), x,y ∈ Z. 那么我们可以确切地写出有限维分布.

引理 2.5.1 对任何 n > 0, x0, . . . , xn ∈ Z, 有

Px(Zi = xi : 0 6 i 6 n) = 1{x=x0}p(x, x1)p(x1, x2) · · ·p(xn−1, xn).

证明. 直接地计算

Px(Zi = xi : 0 6 i 6 n) = P(Xx
i = xi : 0 6 i 6 n)

= 1{x=x0}P(Xi = xi − x : 1 6 i 6 n)

= 1{x=x0}P(ξ1 = x1 − x, ξ2 = x2 − x1, . . . , ξn = xn − xn−1)

= 1{x=x0}P(ξ1 = x1 − x)P(ξ2 = x2 − x1) · · ·P(ξn = xn − xn−1)

= 1{x=x0}p(x, x1)p(x1, x2) · · ·p(xn−1, xn).

完成证明.

注意, 因为 Px(Z0 = x) = 1, 所以上式等价于

Px(Zi = xi : 1 6 i 6 n) = p(x, x1)p(x1, x2) · · ·p(xn−1, xn).

练习 2.5.1 用 Wx 表示从 x 出发的格点轨道集. 证明：Px(Wx) = 1, 即 Px 支撑在

格点轨道集上.

在这一节中以及以后, 我们使用新的符号系统, 不妨假设 Ω 与 (Xn) 是前面

所说的轨道空间 ET 和坐标过程 (Zn), 确切地说, 每个 ω ∈ Ω 是一个轨道 ω =

(ω(n),n > 0), 且 Xn(ω) = ω(n). 另外 F = σ({Xn : n > 0}). 上面有一族概率
Px, x ∈ Z, 使得 (Xn) 在概率空间 (Ω,F,Px) 上是一个从 x 出发的简单随机游动, 即
与前面所说的 (Xx

n)同分布. 另外, 用 Ex 表示 Px 对应的期望. 现在我们来重新认识
马氏性, 目的是使得它可以推广到一般的马氏链, 还可以用来得到我们想要的结果.
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由引理 2.5.1, 我们有有限维分布

Px(Xi = xi : 0 6 i 6 n) = 1{x=x0}p(x, x1)p(x1, x2) · · ·p(xn−1, xn).

等价于下面等式:

Px(Xn+1 = y|Xi = xi, 0 6 i 6 n) = p(xn,y) = Pxn(X1 = y). (M1)

这称为马氏性, 即将来 Xn+1 对于过去 Xi = xi, 0 6 i 6 n 的依赖仅限于现在 xn.

练习 2.5.2 在一般概率空间上, 设 A,B,C 是三个事件. 证明:

P(B ∩ C|A) = P(B|A)P(C|A)

等价于 P(B|A ∩ C) = P(B|A). 这个等式称为 B,C 关于 A 条件独立.

练习 2.5.3 证明: Px(Xn+1 = y|Xi = xi, 0 6 i 6 n) = Px(Xn+1 = y|Xn = xn). 这
就是马氏性: 将来 Xn+1 的位置与过去 X0, . . . ,Xn−1 关于现在 Xn = xn 条件独立.

让我们学习用条件期望的方法来表示马氏性, 用 Fn 表示随机变量 (X0, . . . ,Xn)

生成的事件域, 那么 Fn ⊂ Fn+1. 注意 Fn 是离散事件域, 随机变量关于 Fn 可测

是指它依赖于过去 (时间 n 之前). 如此定义的事件域序列 (Fn) 称为是由随机序列

(Xn) 生成的自然流. 这是随机过程的一个重要概念.

引理 2.5.2 对任何 n > 0, x,y ∈ Z, 有

Px(Xn+1 = y|Fn) = p(Xn,y) = PXn(X1 = y). (M2)

注意右边 PXn(X1 = y) 是将随机变量 Xn 代入 Px(X1 = y) 中的 x, 后面类似的
记号类似理解.

证明. 对任何 x0, · · · , xn ∈ Z, 如果事件 {Xn = xn, . . . ,X0 = x0} 的概率不等于 0, 那
么它是 Fn 的原子. 由 (M1) 与定理 2.3.1[6] 推出 (M2) 成立.

现在引入推移算子, 对任何 k > 0, ω ∈ Ω, (ω(k+ n),n > 0) 也是一个轨道, 记
为 θkω, 它满足 Xn◦θk = Xk+n, n > 0. 所以我们说推移 θk 相当于“从 k 时刻开

始看”. 显然 θk 是 (Ω,F) 到自身的可测映射.
用推移算子的语言, (M2) 可以写成为

Ex(1{X1=y}◦θn|Fn) = PXn(X1 = y).

更一般地有下面的定理.
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定理 2.5.1 对任意 n > 0, x ∈ Z 与 F 可测的有界 (或者非负) 随机变量 Y, 有

Ex(Y◦θn|Fn) = EXn(Y). (M3)

证明. 因为 EXn(Y) 是 Fn 可测的随机变量, 故由定义只需验证对任何原子 A ∈ Fn,
即 A = {X0 = y0, . . . ,Xn = yn} 有

Ex(Y◦θn;A) = Ex(EXn(Y);A) (2.5.1)

由单调类方法, 我们只需证明它对示性函数 Y = 1B 成立就够了, 其中 B = {X0 =

x0, . . . ,Xm = xm}, 因为这样的 B 的全体是个 π-类且生成 F. 事实上, 由引理 2.5.1,

Ex(1B◦θn;A) = Px(X0 = y0, . . . ,Xn = yn,Xn = x0,Xn+1 = x1, . . . ,Xn+m = xm)

= 1{x=y0}p(y0,y1) · · ·p(yn−1,yn)1{x0=yn}p(x0, x1) · · ·p(xm−1, xm)

= 1{x=y0}p(y0,y1) · · ·p(yn−1,yn)Pyn(B) = Ex(PXn(B);A).

这样因为 Fn 是离散的且由上面形式的 A 的全体生成, 故 (2.5.1) 对 Y = 1B, 其中
B 是上面的形式, 与任何 A ∈ Fn 成立.

练习 2.5.4 设随机序列 (Xn) 满足: 对于任何的 k, 随机序列 ξn := Xn+k −Xk, n >
0, 与 X1, · · · ,Xk 独立. 这时 (Xn) 称为独立增量过程 (或序列). 证明: E(Y|Fk) =

E(Y|Xk), 其中 Y 是关于将来事件域 σ(Xn : n > k) 可测的非负或者有界随机变量.

2.6 停时与强马氏性

继续上一节,本节将介绍强马氏性,强马氏性是指上一节的马氏性对于一类随机
时间也成立. 随机时间是一个实际生活中常见的概念, 前面所说的首中时就是随机
时间. 这里我们引入更一般的随机时间.

定义 2.6.1 取值在 Z+ ∪ {+∞} 的 (广义) 随机变量称为是停时, 如果对任何 n > 0,
有 {T 6 n} ∈ Fn. 然后定义

FT := {B ∈ F : B ∩ {T 6 n} ∈ Fn, n > 0}.

停时的定义看上去抽象, 实际上随着对流 (Fn) 的认识, 我们会逐渐感受到其直
观意义.
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引理 2.6.1 FT 也是一个事件域.

引理与下面事实的验证是简单的, 留作习题. (停时的详细讨论可见第四章.)

练习 2.6.1 验证以上引理及下面的事实.

1. 当 T 是一个固定时间 n 时, T 是停时且 FT = Fn.

2. 设 T , S 是停时, 那么 T ∧ S 也是.

3. 设 T , S 是停时且 S 6 T , 那么 FS ⊂ FT .

练习 2.6.2 验证:

1. 在 T 是停时的定义与 FT 的定义中把 {T 6 n} 改为 {T = n} 是一样的.

2. 停时 T 是 FT 可测的.

3. 对 y ∈ Z, 其进入时与首中时是停时.

4. 随机变量 Y 是 FT 可测的当且仅当对任何 n, Y1{T=n} 是 Fn 可测的.

练习 2.6.3 思考: 设 T 是停时, 是否 FT = σ(Xn∧T : n > 0)?

在事件 {T = n} 上定义 XT := Xn. 注意 XT 只在 {T < ∞} 上定义, 它是随机游
动在停时 T 时刻的位置. 我们说样本空间上的函数 X 在事件 A 上是 F 随机变量,
是指对任何 x ∈ R, {X 6 x} ∩A ∈ F.

引理 2.6.2 设 T 是停时, 则 XT 在 {T < ∞} 上是关于 FT 可测的.

证明. 对 y ∈ Z, n > 0, 有 {XT = y} ∩ {T 6 n} =
⋃

k6n{Xk = y, T = k} ∈ Fn. 由定
义, 这证明了可测性.

再定义停时的推移, 当 T = n 时定义 θT = θn. 同样 θT 也是当 T < ∞ 时才

有意义, 它是 (Ω,F) 到自身的随机映射, 事实上, 对 B = {Xn = x}, {θT ∈ B} ∩ {T <∞} =
⋃

k{Xn◦θk = x} ∩ {T = k} =
⋃

k{Xn+k = x} ∩ {T = k} ∈ F.
本节下面分别用 Ty, τy 表示 y 点的首中时与进入时. 再次强调进入时与首中

时只有当该点恰好是出发点时才有区别, 且它们都是停时.
下面的结果后面会经常应用.
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引理 2.6.3 对任何 n 有

τy◦θn + n = inf{k > n : Xk◦θn = y}.

因此在事件 {τy > n} 上有 τy = τy◦θn + n. 首中时类似, 只需将 > 改为 >.

按照定义有

τy◦θn = inf{k > 0 : Xk◦θn = y}

= inf{k > 0 : Xk+n = y} = inf{k > n : Xk = y}− n.

练习 2.6.4 设 T ,S 是停时, 证明: (1) S◦θT + T 也是停时. (2) XS◦θT = XS◦θT+T .

下面定理是关于停时的马氏性, 称为强马氏性.

定理 2.6.1 设 T 是停时, Y 是非负随机变量, 那么在 {T < ∞} 上有

Ex(Y◦θT |FT ) = EXT (Y),

即对任何 A ∈ FT 有

Ex(Y◦θT ;A, T < ∞) = Ex(EXT (Y);A, T < ∞). (M4)

证明. 类似上面定理的证明, 我们只需对 Y = 1B, B ∈ F 验证 (M4) 成立就足够了.
利用 (M3), 因为 A ∩ {T = n} ∈ Fn, 故

Ex(1B◦θT ;A, T < ∞) =
∑
n>0

Ex(1B◦θT ;A ∩ {T = n})

=
∑
n>0

Ex(1B◦θn;A ∩ {T = n})

=
∑
n>0

Ex(PXn(B);A ∩ {T = n})

=
∑
n>0

Ex(PXT (B);A ∩ {T = n})

= Ex(PXT (B);A, T < ∞).

完成了证明.
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2.7 马氏性的应用

现在我们用新符号体系重新证明首达概率公式, 即定理 2.3.2. 因为 {T = 2r} ∈
F2r, 所以由马氏性定理 2.5.1得

u2n = P0(X2n = 0) =
n∑

r=1
P0(X2n = 0, T = 2r)

=

n∑
r=1

P0(X2n−2r◦θ2r = 0, T = 2r)

=

n∑
r=1

E0(PX2r(X2n−2r = 0), T = 2r) =
n∑

r=1
f2ru2n−2r.

随机游动有一个重要的性质, 空间的平移不变性, 或空间齐性: 从 x 出发轨道

落在一个集合 B 内的概率等于从 x + y 出发轨道落在 B + y 内的概率, 这是因为
p(x,y) 有平移不变性: p(x+ z,y+ z) = p(x,y), x,y, z ∈ Z. 这推出从 x 出发的随机

游动首次访问 y 的时刻 Ty (或者 τy) 与从 0 出发的随机游动首次访问 y − x 的时

刻 Ty−x (或者 τy−x) 是同分布的. 这其实是非常直观的事实, 下面的练习是一个严
格的证明.

练习 2.7.1 对任何 x ∈ Z, 定义平移算子 γx(ω) := ω+ x, ω ∈ Ω, 右边 x 表示恒等

于 x 的轨道.

1. 证明: Ty◦γx = Ty−x, x,y ∈ Z.

2. 空间平移不变性: 对 x ∈ Z, 有 P0◦γ−1
x = Px.

3. Px(Ty = n) = P0(Ty−x = n).

我们将应用随机游动的强马氏性来计算首中时的母函数. 在实际计算时, 我们
从进入时开始. 对任何 x,y ∈ Z, 令 ϕx,y 是 τy 在概率 Px 下的母函数

ϕx,y(t) := Extτy .

注意当 x 6= y 时, Px(Ty = τy) = 1. 由空间平移不变性

ϕx,y(t) = Extτy = E0tτy−x = ϕ0,y−x(t)

ϕx,x(t) = ϕ0,0(t) = E0tτ0 = 1.
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设 x > 0, 因为随机游动每次移动一个单位, 故从 0 出发时通过 x 必须先通过 1, 即
τx > τ1, 这时 τx = τx◦θτ1 + τ1, 注意这个等式对于 Tx 不成立. 因此由强马氏性,

ϕ0,x(t) = E0tτx = E0(tτ1+τx◦θτ1 )

= E0tτ1 · tτx◦θτ1 = E0(tτ1EXτ1 tτx)

= E0tτ1 · E1tτx = ϕ0,1(t) · ϕ1,x(t).

记 ϕ := ϕ0,1, 那么 ϕ0,x = ϕx.
另一方面, 从 0 出发也必有 τx > 1, 这时 τx = τx◦θ1 + 1, 注意该等式对 Tx 不

成立. 由马氏性

ϕ0,x(t) = E0tτx = E0(t1+τx◦θ1) = tE0(EX1tτx)

= t(E1tτx · p+ E−1tτx · q) = tpϕ0,x−1(t) + tqϕ0,x+1(t).

令 x = 1, 我们得
ϕ(t) = tp+ tqϕ(t)2,

因 ϕ(t) 6 1, 故解得

ϕ(t) = E0tτ1 = E0tT1 =
1 −

√
1 − 4t2pq

2tq .

由对偶性得

ϕ0,−1(t) = E0tτ−1 = E0tT−1 =
1 −

√
1 − 4t2pq

2tp .

由此推出, 0 点出发在有限步内到达 1 的概率为

P0(τ1 < +∞) = ϕ(1−) =
1 − |p− q|

2q =

1, p > q;
p
q

, p < q.

即当随机移动偏向右时, 它必定在有限时间内到达 1. 这时计算其期望值 h

E0τ1 = ϕ ′(1−) =

+∞, p = q;
1

p−q
, p > q.

最后, 我们需要计算 0 出发随机游动首次返回时 T 的母函数. 因为在概率 P0

之下有 T > 2 > 1, 故 T = 1 + T◦θ1, 再由马氏性,

E0tT = E0t1+T◦θ1 = tE0tT
◦θ1
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= tE0(EX1tT ) = tpE1tT + tqE−1tT

= tpϕ0,−1(t) + tqϕ0,1(t) = 1 −
√

1 − 4t2pq.

因此零点出发在有限步内返回 0 的概率

P0(T < ∞) = lim
t<1,t↑1

E0tT = 1 − |p− q|.

注意只有在对称简单随机游动时, 此概率为 1.

练习 2.7.2 当 p < q 时, 定义 ξ = supn Xn. 证明 P0(ξ < ∞) = 1, 并求 ξ 的分布.
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鞅是在二十世纪初引入的, Lévy在 1934年的工作提出了鞅这个概念,但没有命
名, John Ville 在 1939 年引入了鞅这个名字, 但 20 世纪 50 年代 Doob 的工作给了
鞅真正的生命力, 现在鞅是随机分析中的中心内容和不可缺少的工具. 在这一章中,
我们将简单介绍鞅的概念, 鞅基本定理及其在随机游动与金融定价理论中的应用.

鞅的英文是 martingale, 原意是马拉车时用的器具, 但是在法国, 它有新的意思,
有人说这是指 18 世纪赌博中流行的一种 ‘必赢’ 策略或者叫倍增策略: 在一个掷硬
币的简单赌博中, 输了加倍, 赢了即止. 这样的策略保证赌徒在赢的时候会赢回之
前所有输掉的赌资, 且赢得最初的赌本; 也有人说这是 19 世纪法国一个赌徒的名字
John Henry Martingale. 具体是怎么来的也没有定论. 后来, 在数学中, 鞅是所谓公
平游戏 (赌博) 的模型, 即基于过去的结果, 下一步赢得的期望为零. 因此鞅是用条
件期望来定义的随机过程. Doob 利用鞅这个模型来研究是否存在必赢策略的问题,
从而发展出鞅论.

3.1 鞅与鞅基本定理

在随机过程理论中, 鞅是一个陌生的词, 直观地讲, 鞅是公平游戏的代名词. 拿
随机游动为例, 设 {ξn} 是独立同分布随机序列, 分布为 P(ξn = 1) = p, P(ξn =

−1) = 1− p. 可以理解为简单的博弈游戏. 令 Xn :=
∑n

i=1 ξi, 为 n 局游戏中总的输

赢数. 显然当 p = 1/2 时, 游戏是公平的. 这时对任何 n > 1,

E(Xn+1|Xn, · · · ,X1) = E(ξn+1|Xn, · · · ,X1) + Xn = Xn,

也就是说, 无论前 n 局游戏的结果如何, 我们对下一局输赢的期望是 0.

33
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一般地, 设 (Ω,F,P) 是一个概率空间, 也可以是负整数集. {Xn : n > 0} 是随机
序列. 简单地说, 如果对任何 n,

E(Xn+1|Xk,k 6 n) = Xn,

那么我们说 (Xn) 是鞅. 另外 > 号成立时, 称为下鞅, 6 号成立时, 称为上鞅. 对任
何 n ∈ I, 定义 Fn := σ({Xi : i 6 n}), 是时间 n 前的随机变量所生成的 σ-域, 当然
Fn 关于 n 是递增的, 集合 {Fn : n > 0} 被称为是随机序列 (Xn) 自然流. 鞅的定义
实际上是 E(Xn+1|Fn) = Xn.

为了方便, 我们从流出发定义鞅. 上面随机序列 (Xn) 所定义的自然流 (Fn) 是

一个递增的 σ-代数列. 它代表一个逐步增加的信息流. 一般地, 一个递增的 F 的子

σ-代数列 (Gn)称为流. 如果对任何 n, Xn 关于 Fn 可测, 那么我们说随机序列 (Xn)

关于流 (Gn) 适应, 或 (Gn) 是 (Xn) 的适应流. 显然随机序列关于其自然流适应.

定义 3.1.1 给定一个流 (Gn), 如果可积随机序列 (Xn) 关于 (Gn) 适应, 且对任何 n

有 E(Xn+1|Gn) = Xn, 那么称 (Xn) 是关于流 (Gn) 的鞅.

上面说随机序列是鞅的定义可以理解为关于自然流是鞅. 有时候, 流 (Gn) 是

不言自明的, 可以省略. 另外, 上面的定义中没有专门标注时间集, 一般地时间集
T 是非负整数集, 但可以是整数集的一个连续整数 (至少有两个) 子集, 例如 T =

(a,b)∩ Z. 在后面还讨论了时间集是负整数集的鞅. 一般地, 一个从左到右排列的随
机序列 (有限或者无限)

· · · , · · · ,X, Y,Z, · · · ,

称为鞅, 如果其中任何一个随机变量关于其左边所有随机变量的条件期望等于其左
边邻居.

练习 3.1.1 设 (Xn) 是鞅, 证明: (1) 对任何 m > n, E(Xm|Gn) = Xn; (2) (|Xn|) 与

(X2
n) 是下鞅.

练习 3.1.2 设 X, Y 是独立可积随机变量, EY = 0. 证明: (1) X,X+ Y 是鞅. 这里是
指它们按此顺序排列是鞅. (2) E|X+ Y| > E|X|.

例 3.1.1 独立随机序列诱导的鞅: 设 {ξn} 是可积的独立随机序列, 且 Eξn = 0,
(Fn) 是其自然流, 则部分和序列 Xn = ξ1 + · · ·+ ξn,n > 1 是鞅. 如果 ξn 非负或有

界, 且 Eξn = 1, 则积序列 Xn = ξ1 · ξ2 · · · ξn,n > 1 是鞅.
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例 3.1.2 设 {Xn} 是简单随机游动, 自然流 {Fn}, 对 λ > 0, 因 Xn 是 Fn 可测的, 故

E(λXn+1 |Fn) = Ex(λXn+ξn+1 |Fn) = λXn · Ex(λξn+1)

= λXn · (λp+
q

λ
).

因此 {λXn(λp+ q
λ
)−n} 是鞅, 称为 (随机游动的) 指数鞅. 当 p 6= q 时, 取 λ = q

p
,

λp+ q
λ
= 1, 因此 {

(
q

p

)Xn

} 是鞅.

练习 3.1.3 一个袋子中在时刻 0 有一个红球与一个白球. 随机地从袋子中取一个
球, 然后将它放回并放入一个相同颜色的球, 无限地重复此过程. 记 Xn 为 n 次后袋

中白球数与总球数之比. 证明: {Xn} 是鞅.

练习 3.1.4 证明: 如果 (Xn) 关于某个适应流是鞅, 那么它关于自然流是鞅.

练习 3.1.5 设 {Xn : n > 0} 是 (Fn) 适应的可积随机序列, 满足

E(Xn+1|Fn) = αXn + βXn−1, n > 1,

其中 α > 0,β > 0. 问 α,β, c 满足什么条件时, 序列 Yn := cXn + Xn−1, n > 1 是
鞅?

例 3.1.3 (Doob 鞅) 设 ξ 是 (Ω,F,P) 上可积随机变量, {Gn : n ∈ I} 是任意一个流.
令 Xn := E(ξ|Gn), 那么 {Xn} 是鞅.

练习 3.1.6 称随机序列 (Xn) 是正交增量序列, 如果对任何 k < m < n, Xn − Xm

与 Xm − Xk 是不相关的. 证明: 鞅是正交增量序列.

从定义和例子可以看出,鞅弱于期望为零的独立随机序列和,但又强于正交增量
序列, 不难验证鞅的全体 (相对于固定的流) 是一个线性空间. 下面我们证明鞅经过
某种具有实际背景的运算之后仍然是鞅, 称为鞅基本定理.

设 (Ω,F,P) 是概率空间, (Gn : n ∈ I) 是流, 下面谈到适应或者鞅时, 都是关于
这个流而言的. 一个随机序列 {Hn : n > 0} 称为是可预料的, 如果 H0 是 G0 可测的

且对任何 n > 0, Hn+1 是 Gn 可测的. 设 X 是适应过程, Hn 是可预料过程, 定义

(H•X)0 := H0X0,

(H•X)n+1 := (H•X)n +Hn+1(Xn+1 − Xn), n > 0.

称为是过程 H 关于 X 的随机积分, 它是一般随机积分的离散形式. (为了在符号上
区别乘积与随机积分, 除非必需, 我们写乘积时一般不用点.)
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定理 3.1.1 设 X 是一个适应过程, H 是可预料有界过程. 如果 X 是鞅, 那么过程
H•X 是鞅. 如果 X 是下鞅且 H 非负, 那么 H•X 是下鞅.

证明. 显然 (H•X)n 是可积的并且 Gn 可测的, 且对 n > 0,

E[(H•X)n+1 − (H•X)n|Gn] = E(Hn+1(Xn+1 − Xn)|Gn)

= Hn+1E(Xn+1 − Xn|Gn),

如果 X 是鞅, 则右边是零, 即 H•X 是鞅; 如果 X 是下鞅且 H 非负, 则右边也非负,
即 H•X 是下鞅.

可以看出, 证明的关键是 Xn+1 − Xn 前的乘子是关于 Gn 可测的. 鞅基本定理
是随机分析中非常本质的结果,千百年来,赌徒们总是想在赌桌上发现对自己有利的
策略, 经验说明这是徒劳的. 以上定理从理论上满意地解释了这个经验, 也再次诠释
了 [6] 第 30 页中所引用的 Feller 的话. 设 Xn 是第 n 次赌博后某赌徒 A 的所有赌
资, 则 Xn+1 − Xn 是 A 第 n+ 1 次赌博中输赢的数目, 另一个赌徒 B 赌 A 的运气,
Hn+1 是乘子, 也就是 B 的策略. 但 B 也不可能预知下一局 A 的输赢, Hn+1 只能

根据前 n 局 X0,X1, · · · ,Xn 的结果决定, 即 Hn+1 是 Fn 可测的, (从这个意义解释,
可预料也许应称为不可预料.) 定理指出 B 的运气不可能比 A 更好, 也不可能更坏.

鞅基本定理虽然简单, 但很应用. 下面几节就讲述它的几个应用.

3.2 鞅的应用: Doob 停止定理

Doob(有界) 停止定理是鞅基本定理的简单推论, 用来计算随机游动的首中时的
分布, 可与前面所说的马氏性方法媲美. 在某个时间停止赌博是一种简单策略. 让我
们引入停时的概念, 它是概率论中最重要的概念之一.

定义 3.2.1 一个值域为 I 的随机变量 T 称为是 (相对于流 (Gn : n ∈ I) 的) 停时, 如
果对任何 n ∈ I, {T = n} ∈ Gn.

典型的停时是首中时, 如果 A 是 Borel 集, 定义 T 是序列 {Xn : n ∈ I} 首次遇

到 A 的时间, 即 T := inf{n ∈ I : Xn ∈ A}, 那么 T 是停时, 理由是

{T = n} = {Xn ∈ A} ∩ {Xn−1 6∈ A} ∩ · · · ∩ {X0 6∈ A} ∈ Gn.
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因为 Gn 关于 n 递增, 故 T 是停时等价于对任何 n ∈ I, {T 6 n} ∈ Gn. 如果 T 与 S

是停时, 那么 {T ∧ S 6 n} = {T 6 n} ∪ {S 6 n}, 故有下面引理.

引理 3.2.1 如果 T 与 S 是停时, 那么 T ∧ S 与 T ∨ S 也是停时.

对于随机序列 {Xn : n ∈ I}, 自然地在集合 {T = n} 上定义 XT := Xn, n ∈ I, 被
称为 X 在停时 T 处的位置. 记 XT

n := Xn∧T , n ∈ I, 称为序列 X = (Xn) 的 T -停止
序列, 可以写为

XT
n+1 − XT

n = (Xn+1 − Xn)1{T>n}.

而 {T > n} = {T 6 n}c ∈ Gn, 应用定理 3.1.1 得到下面的定理.

定理 3.2.1 (Doob) (1) 如果 (Xn) 是鞅, T 是停时, 那么它的停止序列 (Xn∧T ) 也

是鞅. 若 T 有界, 则 EXT = EX0. (2) 设 X 是下鞅, S, T 是停时且 S 6 T , 则
(XT∧n − XS∧n) 是下鞅. 因此若 T 有界, 则 EXS 6 EXT .

证明. 只需证明 (2). 由上面 XT
n 的表达式, 结合条件 S 6 T 得

(XT
n+1 − XS

n+1) − (XT
n − XS

n) = 1{T>n}\{S>n}(Xn+1 − Xn).

然后由定理 3.1.1推出结论.

练习 3.2.1 证明: 如果对任何有界停时 T 有 EXT = EX0, 则 (Xn) 是鞅.

定理中的结论通常称为 Doob (有界) 停止定理, 是非常有用的. 它直观上是说
一个公平游戏若在有限时间 (有界时间) 内结束则肯定是公平的. 首先举个例子说
明, 定理结论对于一般停时不成立.

例 3.2.1 设 {Xn : n > 0} 是直线上 0 出发的的简单对称随机游动, 它是鞅. 定义 T

是点 100 的首中时, 那么 T < ∞ 且 XT = 100, 所以 EXT 6= 0 = EX0.

现在我们尝试解释必赢策略的问题. 这个例子说明, 假设你我在这样公平游戏
中, 只要时间足够长 (谁也不知道需要多长), 我保证可以赢得 100 块钱. 这可以称
为必赢策略, 与前面所说的倍增策略一样. 必赢策略不违背 Doob 停止定理, 因为
Doob 停止定理只保证有界时间内的公平, 而这里的 T 是无界的. 尽管数学上没有
矛盾, 但必赢策略的存在是违背常识的, 因为游戏是对称的, 必赢意味着两个人都能
够必赢, 这与游戏的零和性矛盾. 问题出在哪里? 怎么解释这个现象? 下面是我的
一个解释. 我认为这是因为系统隐含地强加了不公平条件. 要赢得这钱, 需要两个条
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件: (1) 我有近乎无限的赌资, 如果我的赌资有限, 那我可能等不到赢钱就已经破产
了; (2) 不公平的约定, 即必须要你陪我玩 (不知道多久) 到我赢得这个钱. 这两个条
件破坏了游戏的公平性.

练习 3.2.2 (Wald 等式) 设 {ξn : n > 1} 是可积独立同分布随机序列且 Eξ1 = 0, T
是可积停时, 证明: E

∑T
n=1 ξn = 0.

练习 3.2.3 设 ξn 是独立同分布随机序列, Eξn = 0, Eξ2
n = 1, 令 Xn :=

∑n
i=1 ξi, T

是 {Xn} 的可积停时, 证明: EX2
T = ET .

鞅及 Doob 停止定理非常有用, 是概率论的基本方法之一, 通常称为鞅方法. 在
上一章中, 我们用随机游动的马氏性研究首次通过时. 现在我们用鞅方法来研究同
样的问题. 假设在概率 P 下, {Xn} 是从零点出发的简单随机游动, 向右与向左的概
率分别为 p,q.

取正实数 z, 令
Yn := (zp+ z−1q)−nzXn ,

前面例子证明了它是一个鞅 (称为指数鞅). 取正整数 x, 由 Doob 停止定理,

E
[
(zp+ z−1q)−n∧TxzXn∧Tx

]
= E[Y0] = 1. (3.2.1)

因为 n ∧ Tx 6 Tx, 故 Xn∧Tx
6 x. 为了极限与期望交换, 只需设 z 和 zp + z−1q 都

大于 1 就可以了. 把上式的左边分成 Tx < ∞ 与 Tx = ∞ 两部分, 然后让 n 趋于无

穷得 Tx = ∞ 部分的极限是零, 因此推出

E
[
(zp+ z−1q)−Txzx; Tx < ∞] = 1. (3.2.2)

现在要分两种情况 p > q 与 p < q. 在第一种情况下, z > 1 蕴含有 zp + z−1q > 1.
因此我们让 z ↓ 1, 得 P(Tx < ∞) = 1. 这时我们甚至可以算出 Tx 的母函数, 因为

E
[
(zp+ z−1q)−Tx

]
= z−x.

令 t = (zp+ z−1q)−1, 反解出大于 1 的 z

z =
1 +

√
1 − 4pqt2

2pt .

因此

E[tTx ] =

(
1 +

√
1 − 4pqt2

2pt

)−x

=

(
1 −

√
1 − 4pqt2

2qt

)x

.
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在第二种情况下, z > q/p才有 zp+z−1q > 1,因此我们让 z ↓ q/p,这时 zp+z−1q ↓
1, 推出

P(Tx < ∞) = (p/q)x < 1.

下面我们再讨论输光问题 (ruin problem). 现在假设在概率 Px 之下, (Xn) 是

从 x 出发的简单随机游动. 任取 a ∈ Z, a > 0, 令 T := T0 ∧ Ta, 即首次通过 0 或
a 其一的时间, 或 {0,a} 的进入时. 从上一节的结论知, 对任何 x ∈ Z, 0 6 x 6 a,
Px(T0 < ∞) 与 Px(Ta < ∞) 至少有一个是 1, 故 Px(T < ∞) = 1. 显然 {T < ∞} =

{T0 < Ta} ∪ {T0 > Ta}, 我们令

qx := Px(T0 < Ta),

即从 x 出发的随机游动, 到达点 0 在到达点 a 之前的概率. 形象地, 这相当于 A, B
两人各带 x,a − x 枚硬币参加一个简单随机游动形式的赌博游戏, 游戏至其中某人
输光所有的硬币时结束, 因此 qx 通常也称为 A 的输光概率, T 称为持续时间. 理论
上, 这称为是一个具吸收壁 {0,a} 的简单随机游动.
如果 p = q = 1

2 , 那么 {Xn} 是一个鞅, 应用 Doob 停止定理

ExXn∧T = ExX0 = x.

显然 T < ∞ a.s., Xn∧T 6 a. 因此由控制收敛定理

ExXT = lim
n

ExXn∧T = ExX0.

这说明即使在停时无界时, Doob 停止定理仍然可能成立. 因为

ExXT = Ex(XT ; T0 < Ta) + Ex(XT ; T0 > Ta) = aPx(T0 > Ta),

所以

qx = 1 − P(T0 > Ta) = 1 −
x

a
=

a− x

a
.

为了计算 T 的期望, 我们先证明 X2
n − n,n > 0 是一个鞅, 然后应用停止定理,

Ex(X2
n∧T ) = Ex(n∧ T) + x2. 让 n 趋于无穷, 的

ExT = ExX2
T − x2 = a2 · Px(Ta < T0) − x2 = x(a− x).

练习 3.2.4 对于对称简单随机游动, 求 P0(T3 < T−3 < T6).

练习 3.2.5 对于非对称情况, 求输光概率与持续时间的期望及母函数.



第三章 鞅及其应用 40

3.3 鞅的应用: 不等式与强大数律

下面再介绍 Doob 停止定理的两个重要应用, 先证明 Doob 不等式, 它可以直接
地推出著名的 Kolmogorov 不等式. 该不等式是 Kolmogorov 证明独立同分布场合
的强大数定律的主要引理.

定理 3.3.1 (Doob) 设 {Xn : n > 0} 是非负下鞅. 则对任何 λ > 0 及正整数 N,

λP( max
06n6N

Xn > λ) 6 EXN.

证明. 令 τ := min{n > 0 : Xn > λ}, 则 τ 是一个停时, 因为

{ max
06n6N

Xn > λ} = {τ 6 N},

故由 Doob 通知定理以及 Xn 的非负性,

EXN > EXτ∧N

> E(Xτ; τ 6 N)

> λP( max
06n6N

Xn > λ),

完成证明.

练习 3.3.1 证明非负上鞅的几乎所有样本轨道到达零之后就永远是零.

设 {ξn} 是平方可积且期望为零的独立同分布随机序列, {Xn} 是其部分和序列,
那么 (Xn) 是平方可积鞅, 应用 Jensen 不等式知 {X2

n} 是非负下鞅, 因此有

推论 3.3.1 Kolmogorov 不等式成立:

P( max
06n6N

|Xn| > λ) 6 1
λ2EX

2
N.

下面再来证明鞅的上穿不等式. 设 X 是随机序列, 对 a < b, 定义 τ0 = 0,

τ1 := inf{n > τ0 : Xn 6 a};

τ2 := inf{n > τ1 : Xn > b};

· · · · · ·

τ2k+1 := inf{n > τ2k : Xn 6 a};
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τ2k+2 := inf{n > τ2k+1 : Xn > b};

· · · · · ·

约定 inf ∅ = ∞, 则当 X 适应时, {τn : n > 0} 是递增的停时序列且当 n > 0 时
τn > n− 1.

b

a
τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6

τ7

N

对 N > 1, 令
UX

N[a,b] := max{k : τ2k 6 N},

随机变量 UX
N[a,b] 记录了随机序列 X 在时刻 0 与 N 之间从 a 下跳至 b 上的上穿

次数. 如上图中, 完整的上穿是 3 个. 下面是著名的 Doob 上穿不等式.

定理 3.3.2 (Doob) 设 X 是一个下鞅, 则对任何正整数 N, 常数 a < b,

E
(
UX

N[a,b]
)
6 E(XN − a)+ − E(X0 − a)+

b− a
.

证明. 令 Yn := (Xn−a)+,显然 Y = (Yn)也是一个下鞅. 让 τ1, τ2, · · · 是将 0,b−a, Y
分别取代 a,b,X 后如上定义的停时列, 自然 UX

N[a,b] = UY
N[0,b− a]. 由此推出

YN − Y0 =
∑
n>1

(Yτn∧N − Yτn−1∧N)

=
∑
k>1

(Yτ2k∧N − Yτ2k−1∧N) +
∑
k>1

(Yτ2k−1∧N − Yτ2k−2∧N)

> (b− a)UY
N[0,b− a] +

∑
k>1

(Yτ2k−1∧N − Yτ2k−2∧N).
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(请结合下面的思考题想想上面的不等号为什么成立.) 注意上面的求和都是有限和,
再由 Doob 停止定理得,

EYN − EY0 > (b− a)EUX
N[a,b] +

∑
k>1

(EYτ2k−1∧N − EYτ2k−2∧N)

> (b− a)EUX
N[a,b].

完成证明.

练习 3.3.2 思考：请判断下面的论证是否成立? 并由此说明定理的证明是正确的.

XN − X0 =
∑
n>1

(Xτn∧N − Xτn−1∧N)

=
∑
k>1

(Xτ2k∧N − Xτ2k−1∧N) +
∑
k>1

(Xτ2k−1∧N − Xτ2k−2∧N)

> (b− a)UX
N[a,b] +

∑
k>1

(Xτ2k−1∧N − Xτ2k−2∧N),

然后取期望, 应用 Doob 停止定理推出

EXN − EX0 > (b− a)EUX
N[a,b].

Doob 上穿不等式是证明所有的鞅或下 (上) 鞅收敛定理的基本工具.

定理 3.3.3 设 {Xn} 是下鞅且 K = supn E|Xn| < ∞, 则 Xn a.s. 收敛于一个可积随
机变量.

证明. 设 X∗, X∗ 分别是 {Xn} 的上极限与下极限 (可能是 ±∞). 显然

{X∗ > X∗} =
⋃

a,b∈Q
{X∗ < a < b < X∗}.

由上穿不等式

EUX
N[a,b] 6 1

b− a
(E|XN|+ a) 6 K+ a

b− a
.

由单调收敛定理推出 E limN UX
N[a,b] < +∞. 因此 limN UX

N[a,b] < +∞ a.s.. 但是

{X∗ < a < b < X∗} ⊂ {lim
N

UX
N[a,b] = +∞},

故有 P({X∗ < a < b < X∗}) = 0, 推出 X∗ = X∗ a.s., 记为 X∞. 由 Fatou 引理得
E|X∞| 6 limE |Xn| 6 K.
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作为应用, 我们给 Kolmogorov 强大数定律一个非常简单而漂亮的证明. 注意,
在鞅 (或者上下鞅) 的定义中, 时间集可以是正整数, 也可以是负整数, 对于负整数时
间的下鞅, 鞅收敛定理的结论仍然成立, 这时 n 趋于负无穷.

设 {ξn} 是独立同分布可积的随机序列, 期望等于零. 令 Sn :=
∑n

j=1 ξj, 用 f 表

示 ξn 的特征函数, 那么 f 在 0 点可导且导数为零. 显然对任何 x ∈ R,

lim
n

E
(
eixSn/n

)
= lim

n
f(x/n)n = ef

′(0) = 1,

所以 Sn/n 依分布收敛于 0, 也是依概率收敛于 0. 下面只需证明它是几乎处处收敛
即可.

一个重要的观察是
Sn

n
= E(ξ1|Sn).

事实上, 只需验证对任何 Borel 集 A, 有

E(ξ11A(Sn)) =
1
n
E(Sn1A(Sn)),

这来自于对称性. 这启发以下定理.

定理 3.3.4
· · · , Sn

n
, · · · , S2

2 ,S1

是一个鞅.

证明. 令 X−n := Sn/n, n > 1, F−n := σ(· · · ,X−(n+1),X−n) 是自然流. 注意随机
序列和流都是以负整数为下标的. 按照定义, 对 n > 1,

E(X−1|F−n) = E(ξ1|Sn,Sn+1, · · · )

= E(ξ1|Sn, ξn+1, ξn+2, · · · )

= E(ξ1|Sn) =
Sn

n
= X−n,

这推出定理结论.

最后 E|X−n| 6 E|ξ1|, 应用定理 3.3.3, X−n 几乎处处收敛.

练习 3.3.3 设 {Yn}是独立同分布随机序列, 以概率 p与 q分别取值 1/2与 3/2. 记
Xn := Y1Y2 · · · Yn.
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1. 求 p 的范围使 Xn 是下鞅, 鞅, 上鞅;

2. 求 p 的范围使 limEXn = ∞
3. 求 p 的范围使 Xn a.s. 趋于零.

3.4 鞅的应用: 金融市场

在本节中, 我们将看到鞅的思想完美地解释了期权定价理论, 该理论的创始人
Scholes 与 Merton 因此获得 Nobel 经济学奖 (另一主要创始人 Black 在此时已过
世). 他们的奠基性工作发表于 20 世纪 70 年代, 使得金融数学在随后的 30 多年中
成为研究热点之一. 本节中介绍的很多和金融相关的概念不一定标准, 只在本教程
使用.

首先来看股票市场, 我们使用离散时间 {0, 1, 2, · · · ,n}, 用 Sk 表示股票在 k 时

刻的价格, 是一个随机变量, (Sk) 组成一个随机序列. 投资人可以任意地买卖股票,
从股票的价格变化中获利或者损失, 是有风险的, 所以股票市场也称为风险市场. 用
Fk 表示 {S0,S1, · · · ,Sk} 生成的事件域, 0 6 k 6 n, 且不妨设 F = Fn. 设 P 是

(Ω,F) 上另外一个概率, 如果对任何 A ∈ Fn, P(A) > 0 当且仅当 P(A) > 0, 则我们
说两个概率等价.

再假设存在另一个市场,让我们称为货币市场,就是说任何人都可以以固定的利
息率 r (向银行) 存款或 (从银行) 贷款, 即存入银行 (对应地, 贷出) 的 1 单位的货
币在下一时刻可以取回 (对应地, 要归还) 1 + r 单位, r 也称为货币的时间价值. 货
币市场是不存在风险的, 所以也称为无风险市场. 与利息相对的概念是折现, 下一个
时刻的 1 单位的货币在现在的价值是 (1 + r)−1, 称为折现. 不同时间的财富需要折
现到同一个时间才能进行比较.

这样,上面描述的有风险的股票市场和无风险的货币市场组成金融市场,简称市
场. 存款贷款买卖股票是市场的通常投资行为. 当然这是一个极其简化的模型, 不足
以演绎真正的股票市场, 但隐含在其中的思想是深刻的, 对真正的市场有启发作用.
现在任何人都可以在这个市场上通过买卖股票以及存贷款来达到赚钱的目的, 人的
趋利性是指他总希望以最小的代价赚取最大利润.

一个投资策略是决定在每个时刻 k 购买的股票数量 ∆k, 0 6 k 6 n− 1, 并把剩
余资金 (正) 存入银行或 (负) 向银行贷款. 在这个时刻投资人所有的信息是 0 到 k
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时刻股票的价格走势, 故 ∆k 是 Fk 可测的.

定义 3.4.1 随机过程 ∆ = {∆0,∆1, · · · ,∆n−1}称为是一个投资策略 (portfolio), 如果
∆k 是 Fk 可测的, 0 6 k 6 n− 1. 一个投资策略是可许的, 如果任何 ∆k 有界. 我们
说一个投资过程是自融资的, 如果除初始投资 X0 外, 在投资过程中投资者的财富变
化只来自市场.

用 Xk 表示投资人在 k 时刻拥有的财富, 然后他用 ∆kSk 的资金买 ∆k 份股票,
且把剩下的资金 Xk −∆kSk 存入银行. 注意这些数量 ∆k 与 Xk −DeltakSk 可正可

负, 正代表买股与存款, 负代表卖股与贷款. 由于股票的变化以及利率, 在 k + 1 时
刻投资人的财富为

Xk+1 = ∆kSk+1 + (1 + r)(Xk − ∆kSk),

过程 X = {Xk : 0 6 k 6 n} 称为是初始投资为 X0, 投资策略为 ∆ 的自融资方式下的

财富过程, 简称为财富过程. 上式写成

Xk+1 − (1 + r)Xk = ∆k(Sk+1 − (1 + r)Sk). (3.4.1)

当 r = 0 时, 这正是在鞅基本定理中所谓的具有实际背景的运算: 随机积分. 一般
地, 因为货币的时间价值, 所以需将财富折现进行运算. 定义 Sk := (1 + r)−kSk,
Xk := (1 + r)−kXk, 则有下面的结论.

引理 3.4.1 财富过程是投资策略关于股票价格的随机积分, 即

Xk+1 − Xk = ∆k(Sk+1 − Sk) (3.4.2)

我们说一个市场有套利机会, 是指存在一个投资策略可以无风险地 (无论股票
市场任何变化) 从一无所有而赚到钱, 否则我们说市场无套利. 比如说如果一个银行
的存款利率高于另一个银行的贷款利率,那么这里就存在套利机会,因为你可以从后
一个银行贷款存入前一个银行而获得无风险的利率差额. 合理的假设是, 一个成熟
的市场没有套利机会. 现在我们给套利这个概念一个严格的数学定义.

定义 3.4.2 一个市场存在套利是指存在一个可许的投资策略 ∆ 使得其初始投资

X0 = 0, 自融资方式下的财富过程 X 满足 Xn > 0 且 P(Xn > 0) > 0. 一个无套
利的市场称为有效的, 或者有效市场.

在 Xn 非负时, P(Xn > 0) > 0 等价于 EXn > 0. 什么条件下市场有效呢?
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定义 3.4.3 如果概率 P 等价于 P 且使得折现后的股票价格 {Sk} 在 P 之下是一个

鞅, 那么 P 称为等价鞅测度.

练习 3.4.1 设 X 是非零随机变量. 问 X 满足什么条件可以存在 P 的等价概率测度

P 使得 X0 = 0,X1 = X 是鞅？

定理 3.4.1 如果等价鞅测度存在, 那么市场有效.

证明. 如果折现后的股票价格在 P 之下是鞅, 而折现后的财富过程是折现后股票价
格的随机积分, 由鞅基本定理推出折现后财富过程也是鞅, 因此 EXn = (1+ r)nEX0.
若初始投资 X0 = 0, 则 EXn = 0, 因此 Xn > 0 蕴含有 P(Xn > 0) = 0. 因为 P 与 P

等价, 故推出 P(Xn > 0) = 0. 因此市场无套利.

实际上, 这个定理的逆也成立, 但证明比较难. 现在我们考虑一个特殊情况. 让
ξ1, · · · , ξn 是概率空间 (Ω,F,P) 上的独立同分布非负随机变量, S0 是一个正常数,
令 Sk := S0 · ξ1 · · · ξk, k = 1, 2, · · · ,n. (这时我们说该市场是简单金融市场, 尽管我
们实际上不需要这个概念.) 再假设

P(ξk = u) = p, P(ξk = d) = q = 1 − p,

其中 u,d 是常数满足 0 < d < 1 < u. 这是说股票在 k + 1 时刻价格分别以概率
p,q 等于 k 时刻价格的 u 倍和 d 倍, 分别表示涨与跌. 这样的市场称为是一个二项
(二叉) 股票市场, 它实际上由常数 u,d,p 决定. 因为 {Sk} 与 {ξk} 可以互相表示, 故
Fk = σ({ξ1, · · · , ξk}), 这时任何 Fk 可测的随机变量 X 都可以表示为 ξ1, · · · , ξk 的
函数, 常简单地写成为

X = X(ξ1, · · · , ξk).

以上的二项市场按照其中的参数记为 M(r,u,d,p,S0). 首先我们证明下面定理.

定理 3.4.2 二项市场有效当且仅当 d < 1 + r < u.

证明. 先证明必要性. 如果 1 + r > u, 也就是说利率过高, 那么人们可以先卖出
(买空) 1 股股票, 获得资金 S0, 存入银行, 在下一时刻取出存款买回股票, 获利为
(1+ r)S0 − S1, 因为 1+ r > u > d, 所以此随机变量是非负的, 而且以正概率大于 0,
因此市场存在套利. 同样我们可以证明如果利率过低 1 + r 6 d, 那么人们可以贷款
去买股票而获得无风险收益, 故市场也有套利机会.
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现在证明充分性. 设 d < 1 + r < u. 我们期望在空间 (Ω,Fn) 上有一个等价概

率 P 使得在概率 P 下, 经过折现的股票价格 {(1 + r)−kSk : k = 0, 1, 2, · · · ,n} 是一
个鞅. 假设有这个概率 P 使得在它之下 ξ1, · · · , ξn 是独立同分布的, 分布为

P(ξ1 = u) = p, P(ξ1 = d) = q,

其中 0 < p < 1 且 q = 1 − p. 那么至少 P 与 P 等价, 然后由独立性

E((1 + r)−k−1Sk+1|Fk) = (1 + r)−kSkE(
1

1 + r
ξk+1),

显然折现后的股票价格是鞅当且仅当 Eξk+1 = 1+ r, 即 pu+ (1− p)d = 1+ r, p 有
唯一解

p :=
1 + r− d

u− d
.

这时根据定理 3.4.1, 立刻推出市场是有效的.

实际上, 投资者可以直观地认识到市场有效运转的条件是 d < 1 + r < u, 但美
妙的是我们把相关的概念数学化并给出一个严谨的证明. 另外, 上面定理证明必要
性的一段是利用反证假设构造一个套利, 称为套利论证. 套利论证是一种直观且通
俗易懂的证明思想, 后面还会经常使用.

练习 3.4.2 证明: 在二项市场中, 等价鞅测度唯一. (在 n = 2 时证明即可. 提示: 首
先要把 P 的所有等价概率测度写出来, 然后从中找鞅测度.) 另外, 考虑简单金融市
场, 假设构成市场的 ξk 取有限多个非负值, 请寻找等价鞅测度存在的 (充要) 条件,
与等价鞅测度唯一的 (充要) 条件.

以上所说的通过投资策略进行投资是通常的市场投资方式. 金融市场经历了几
百年的发展, 金融创新层出不群, 产生出大量新的投资方式, 统称为衍生证券或者金
融产品, 它们的存在极大地活跃了金融市场. 衍生证券是依附于股票价格的合约, 它
的价值依赖于股票价值, 如期货期权. 期货是到期必须执行的合约, 是线性的, 比较
简单. 期权是到期不一定需要执行的合约, 是非线性的, 比较复杂. 下面我们以期权
为例. 引入期权的本来目的是对冲风险, 但资本的逐利性使得期权也可以成为加大
杠杆的投资工具. 市场上有很多不同的期权, 欧式, 美式, 亚式, 花样期权等等. 欧式
买入期权是最简单的一种, 是指在商定的时刻可以以商定的价格 (不管此时刻股票
的真正价格) 来购买股票的一份合约. 期权是个权利, 但不是义务 (不象期货的合约
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必须要被执行). 显然, 一个在商定时刻 n 以商定价格 K 购买股票的欧式期权在时

刻 n 的价值为

Vn := (Sn − K)+,

也就是说如果到商定的时刻 n, 股票价格 Sn 高于商定价格 K, 那么执行合约, 以价
K 购买市场价为 Sn 的股票而获利 Sn − K, 如果此时股票价格 Sn 低于商定价格 K

而使得合约无利可图, 那么选择放弃执行合约, 获利为 0. Vn 是 Sn 的函数, 是 Fn

可测的随机变量.

练习 3.4.3 期货是指在敲定时间以敲定价格购买股票的必须执行的合约, 它在当前
时间的价值为零. 因此期货的问题是决定敲定价格. 假设市场有效, 以套利论证证明
在 0时刻签订的一份在 1时刻购买一份股票的期货合约中敲定价格为 K = (1+r)S0.

我们先来说说投资的常识. 期权当然不能是无偿的, 它应该卖多少钱? 一个随
机商品通常的价钱是它的期望 (的折现), 这是大数定律决定的. 但这个价钱是有风
险的, 只是在市场规模很大的时候单个交易的风险变得很小, 例如财产保险, 对于市
场规模很大的保险公司来说风险几乎可以忽略,但风险依然存在,例如当飓风或者山
火大面积灾害发生的时候.

期权虽然也是随机商品, 但因为它的价值基于股票价值, 所以它具有一个无风
险的价格, 这正是期权定价问题所指的价格. 本质上讲期权也是一种投资, 如果市场
足够丰富, 那么直观上, 投资期权所能获得的收益可以通过市场通常投资方式获得,
这时我们说期权可以被对冲或者复制. 因此卖期权的机构和卖财产保险的机构不同,
卖保险的机构在卖掉一份保险后需要祈祷风调雨顺,客户的财产没有损失,而卖期权
的机构是卖掉一份期权后只需要在市场上复制一份,最后无论市场如何变幻,机构都
能拿来一份收益交给客户.

既然投资期权可以被复制, 那为什么投资者还要投资期权呢? 这当然有很多原
因,重要的原因之一是杠杆,因为同样的资金可以购买的期权数量可能远多于可以购
买的股票数量. 如果如愿赚钱, 那么投资期权所赚的远多于投资股票所赚的; 反之,
如果亏损, 那么投资期权将一无所有, 而投资股票至少还拥有股票, 只要不卖掉, 就
还有翻本的机会. 现在我们在数学上把这几个概念确定下来.

定义 3.4.4 一个在时刻 n到期的衍生证券是指一个 Fn 可测的随机变量,也就是说,
它的价值到时刻 n 才完全确定, n 也称为敲定时间; 非负的衍生证券也称为未定权
益, 简称权益, 期权是权益的一种; 一个在时刻 n 到期的权益 Vn 称为可对冲 (或者
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说复制) 的, 是指存在初始资金 X0 与一个投资策略 ∆ 使其自融资方式下的财富过

程 X 满足 Xn = Vn. 这时, X0 称为 Vn 的风险中性定价. 一个市场是完备的是指任
何权益都可对冲.

现在市场上还有权益,投资者可以通过买卖权益来投资,市场的有效性定义中所
说的投资方式需要包括对于权益的投资. 显然, 如果市场有效, 那么任何权益在未到
期时在市场上的价格是唯一的, 称为一价性. 这是因为如果市场上某个未到期权益
的价格不一, 那么显然可以通过买卖该权益获得套利.

定理 3.4.3 如果市场有效且完备, 那么权益 Vn 的价格必须是其风险中性定价.

证明. 不妨设 n = 1. 设 X0 是权益 V1 的风险中性定价. 我们再次使用套利论证. 如
果期权售出的价格不是 X0, 那么一定有套利机会存在. 事实上, 设市场上可以以价
格为 W0 购买这样一份期权. 若售价过低 W0 < X0, 则投资者可以卖出 ∆0 股股票

用所得的资金 ∆0S0 购买一份期权, 其余投入货币市场, 在下一时刻买回 ∆0 股, 那
么下一时刻获利为

V1 + (1 + r)(∆0S0 −W0) − ∆0S1 = (1 + r)(X0 −W0) > 0,

即市场有套利机会, 同样可以证明若 W0 > X0, 市场也存在套利机会. 也就是说, 在
一个有效市场中, 期权 V1 在时刻 0 的价格必须等于 X0.

市场是完备的吗? 简单分析一下必要性, 假设 Vn 是一个可对冲的权益, 由定
义存在初始资金 X0 与一个投资策略 ∆ 使其自融资方式下的财富过程 (Xk) 满足

Xn = Vn. 这时, 在时刻 k, Xk 称为权益 Vn 的风险中性定价或者对冲定价. 设市场
有效, 那么在风险中性的概率 P 之下, {Xk} 是鞅, 因此

Xk = E((1 + r)−nXn|Fk) = E((1 + r)−nVn|Fk).

这说明两个事情: 1. 权益的无风险定价是其在等价鞅测度下的期望之折现; 2. 对冲
的问题转化为这个已知的鞅 (Xk) 是否可以表示为折现股票组成的鞅 (Sk) 的随机积

分.

练习 3.4.4 证明: 如果市场有效且完备, 那么等价鞅测度唯一.

鞅基本定理断言鞅的随机积分还是鞅,反过来,一个鞅是否是另一个鞅的随机积
分?
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定义 3.4.5 设 (Sk) 是一个鞅, (Fk) 是其自然流. 如果任何 (Fk) 鞅是 (Sk) 的随机

积分, 那么我们说 (Sk) 有鞅表示性质.

下面的定理在此没有本质的意义, 但是它把市场完备性与数学上的一个性质联
系起来了, 在一般理论中非常重要.

定理 3.4.4 在市场有效的假设下, 市场的完备性等价于折现后的股票价格在等价鞅
测度下有鞅表示性质.

一般的鞅不一定有鞅表示性质, 下面我们证明二项市场很特殊, 也有这个性质.

定理 3.4.5 一个有效的二项市场必是完备的.

证明这个定理的手段是初等的. 为了说明问题的本质, 设 n = 1. 我们要证明可
以通过市场投资赚到这个权益 V1. 也就是说, 可以通过初始资金 X0 以及买 ∆0 股

股票使得下一刻的财富 X1 恰好是 V1, 用数学的言语说, 方程

V1 = ∆0S1 + (1 + r)(X0 − ∆0S0)

可以决定 X0 与 ∆0. 一般情况下这方程未必可解, 但现在假设市场是二项的, 可以
把上式分两种情况考虑: 股票涨或者跌. 写 Vu

1 := V1|ξ1=u = (uS0 − K)+, Vd
1 :=

V1|ξ1=d = (dS0 − K)+, 那么得到

Vu
1 = ∆0uS0 + (1 + r)(X0 − ∆0S0), (3.4.3)

Vd
1 = ∆0dS0 + (1 + r)(X0 − ∆0S0), (3.4.4)

非常巧, 两个线性方程两个未知数. 相减得,

Vu
1 − Vd

1 = ∆0S0(u− d), ∆0 =
Vu

1 − Vd
1

uS0 − dS0
.

代入方程 (3.4.3), 解得

X0 =
1

1 + r

(
1 + r− d

u− d
Vu

1 +
u− (1 + r)

u− d
Vd

1

)
.

同时也找到了对冲这个期权的策略: 用资金 X0 开始, 购买 ∆0 股股票, 将剩余的资
金存入银行.

这里再一次证明了

V0 =
1

1 + r
EV1,
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令人感到惊奇的是 V0 仅依赖于 u,d, r,K,S0, 而与市场中最无法捉摸的, 体现市场
风险的概率 p 无关. 因此我们说 V0 是风险中性定价, 概率 P 是风险中性概率. 与大
数定律定价不同, 这是权益在等价鞅测度下期望的折现,

上面的论述是说,为了保证下一刻赚多少钱,这一刻需要有多少资金且应该怎么
投资. 我们有 n 时刻到期的权益 Vn, 那么 n− 1 时刻的资金 Xn−1 与投资 ∆n−1 需

满足方程

Vn = ∆n−1Sn + (1 + r)(Xn−1 − ∆n−1Sn−1).

在这个时刻只有 ξn 是随机的, 类似地, 将 ξn 分别用 u,d代替得到两个方程, 在 Vn

中代入后得到的量分别记为 Vu
n 与 Vd

n . 解出

Xn−1 =
1

1 + r

(
pVu

n + qVd
n

)
=

1
1 + r

E(Vn|Fn−1),

∆n−1 =
Vu
n − Vd

n

(u− d)Sn−1
.

权益的无套利价格 Vn−1 必须是所需的资金 Xn−1. 这样一步步倒推得到所有时刻的
权益价值与投资策略.

上面的讨论实际上已经为权益提供了一个构造对冲的清晰思路. 设 Vn 是一个

权益, 对 k = 0, 1, · · · ,n − 1, 注意 Vk+1 是 ξ1, · · · , ξk+1 的函数, 让其中的 ξk+1 分

别取值 u,d 所得到的随机变量分别记为 Vu
k+1 与 Vd

k+1, 定义 Vk 和 ∆k

Vk :=
1

1 + r
E(Vk+1|Fk), ∆k :=

Vu
k+1 − Vd

k+1
(u− d)Sk

.

显然 ∆ = {∆0,∆1, · · · ,∆n−1} 是一个投资策略. 那么初始投资为 X0 = V0, 投资策略
为 ∆ 的自融资方式下的财富过程 {X0,X1, · · · ,Xn} 满足对任何 k 6 n, Xk = Vk, 恰
好对冲 Vn.

练习 3.4.5 证明: E(Vk+1|Fk) = pVu
k+1 + qVd

k+1.

上面的一系列定理断言二项市场可以是有效的, 且在有效时也是完备的. 为什
么是二项市场? 三项或者四项市场, 即 ξk 取三个或四个值呢?

练习 3.4.6 证明在一定条件下, 三项市场的等价鞅测度存在, 但不唯一, 不再有鞅表
示定理, 即市场依然可以有效但不完备.

通俗地说, 市场有效是指信息透明, 市场完备是指交易方便. 例如山里一个老人
家里有一个祖传的唐代古碗, 市场价值一万, 他不知道所以 10 块前卖给了游客, 这
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是市场不有效. 即使他知道碗市价一万, 但没有人来交易也没用, 这是有价无市, 市
场不完备.

练习 3.4.7 设有一股票现在时刻 0 的价格是 50 元, 在每个时间段都以 3/4 的概率
上涨 20%, 以 1/4 的概率下跌 20%, 假设利率可以忽略, 某个顾客欲在证券代理公司
购买在时刻 2 到期的商定价格为 52 元的欧式看跌期权, 也就是说他有在时刻 2 以
52 元的价格卖给代理公司一股股票的权利, 问这份期权应该卖多少钱? 代理公司应
该怎么投资来对冲风险,如果时刻 1股票下跌,这份期权还值多少钱? 代理公司又应
该怎么操作?

练习 3.4.8 设 Vm := (Sm − K)+, T 是个停时且 T 6 n. 证明:

E
[
(1 + r)−TVT

]
6 E

[
(1 + r)−nVn

]
.

左边是一个提前执行的欧式期权价值 (也叫做美式期权), 因此一个欧式买入期权提
前执行的价值不会更大.

前面说过, 金融数学大概在 1970 年后因为 Black-Scholes 关于期权定价的论文
而兴起, 他们的模型是用布朗运动描述的, N. Wiener 在 1921 年证明了数学上的布
朗运动存在; K.Itô 在 1944 年及之后的十年内发表了随机积分和随机微分方程理论,
证明了布朗运动有鞅表示性质; 鞅理论是 J.L. Doob 在差不多同时提出的. 在期权
定价理论的发展过程中, 数学家惊讶地发现描述市场的数学工具早在几十年前就准
备就绪. 这个例子说明数学的发展经常超前于应用, 或者说应用未必是数学发展的
主要动力. 另外一个类似的例子是 1915 年爱因斯坦提出广义相对论, 发现描述广义
相对论所需要的数学工具球面几何, 早在 19 世纪中期就由 Riemann 准备好了.
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4.1 马氏链与转移函数

回忆随机游动,它的下一步动作是以每个固定的概率往左或者往右一步,与过去
怎么走无关, 这就是所谓的马氏性. 在本章中我们讨论一般的马氏链. 一个马氏链
的运动 (确切地是说分布) 由其出发点和转移机制决定. 什么是转移机制？简单地
说, 当一个物体处于一个确定的位置时, 下一步以什么概率去什么位置是一个确定
的规则, 这个规则用转移函数或者转移概率表达. 先叙述马氏性与马氏链的定义, 设
(Ω,F,P) 是一个概率空间, E 是有限或者可列集, X = (Xn)n>0 是一个以 E 为状态

空间的随机序列.

定义 4.1.1 随机序列 X 满足马氏性, 是指对任何时刻 n 和 y ∈ E,

P(Xn+1 = y|X0, · · · ,Xn) = P(Xn+1 = y|Xn).

由条件期望的定义, 这等价于对任何 x0, · · · , xn ∈ E 有

P(Xn+1 = y|Xi = xi, 0 6 i 6 n) = P(Xn+1 = y|Xn = xn).

也就是说条件分布律只依赖于现在的位置 xn. 条件概率 P(Xn+1 = y|Xn = x) 是 n

时刻位于 x的粒子下一步转移至 y的概率. 这个转移不仅与位置有关也与时间有关.
怎么理解与时间有关呢? 假设甲参加一个简单的掷硬币赌博, 第 n 局的输赢是 n 元

钱, 那么甲在第 n 局后手中的赌资 Xn 满足马氏性, 但是甲在下一局输或者赢的钱
数是和第几局有关的. 如果规则是每一局的输赢是固定的钱数, 那么甲在下一局输
或赢的钱数和第几局无关. 为了简化问题, 我们假设条件概率 P(Xn+1 = y|Xn = x)

与时间 n 无关, 这个假设的性质称为时间齐性.

53
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定义 4.1.2 一个满足马氏性和时间齐性的随机序列称为马氏链.

设 X 是马氏链, 让我们抽取其中的转移机制. 对任何 x,y ∈ E, 令

px,y = p(x,y) := P(Xn+1 = y|Xn = x),

它与 n 无关, 直观地叫做 x 转移至 y 的概率. p 是 E× E 上的函数, 满足

(1) p(x,y) > 0;

(2)
∑

y∈E p(x,y) = 1.

这样的一个函数 p 称为 E 上的转移函数或者转移概率, 它可以看作一个矩阵, 称为
转移矩阵, 作为矩阵它的每一行元素和是 1. 由乘法公式, 马氏链的有限维分布可以
写成为

P(Xi = xi, 0 6 i 6 n) = µx0p(x0, x1) · · ·p(xn−1, xn), (4.1.1)

其中 µx0 = P(X0 = x0), 也就是说, 有限维分布由转移概率和初始分布 (X0 的分布)
所决定. 确切地说, 上述的 X 是概率 P 下有转移函数 p 与初始分布 µ 的马氏链.

为了方便, 我们希望可以像研究随机游动那样, 对任何 x ∈ E, 有概率 Px 使得

X 在它之下是 x 出发且具有相同转移机制的马氏链. 这可以做到吗? 假设 X 是上述

马氏链. 对任何 x ∈ E, 如果 P(X0 = x) > 0, 那么定义概率 Px(A) := P(A|X0 = x),
A ∈ F. 证明: X 在概率 Px 下有转移概率 p 且以 x 点的单点分布为初始分布的或者

说从 x 出发的马氏链, 即 Px(X0 = x) = 1. 但是当 P(X0 = x) = 0 时, 我们无法定义
Px. 不仅如此,有时候,我们只有转移函数,没有概率空间与马氏链,这时是否可能构
造马氏链来研究转移函数呢? 换句话说, 给定 E 上一个转移函数 p(x,y), x,y ∈ E,
和 E 上的一个分布 µ = (µx), 是否存在概率空间 (Ω,F,P) 和随机序列 (Xn) 使得

(4.1.1) 成立呢? 答案是肯定的, 这是 Kolmogorov 相容性定理, 为了逻辑上完美, 我
们应该给予证明. 但这里,我们不得不放弃对逻辑完美性的追求,不加证明地承认它.
这么做有两个理由, 第一, 这个结论看上去比较自然, 一些读者也许根本意识不到这
是一个问题. 当然觉得不是问题的也未必真不是问题, 古希腊数学家曾经说任何两
个正数都是可公度的, 即都是某个数的整数倍, 很多年都没有人觉得这是个问题, 但
其实有很大的问题. 想明白什么需要证明就是很大的进步. 第二, 这是概率论中最基
本也是最困难的问题之一. 一个概率是一个满足可列可加性的集函数, 它的构造当
空间是不可数无限时是困难的,而当空间是无限乘积空间时更是难上加难,其难度与
曲折偏离了我们为这个课程设定的主旨: 简单直观有趣.
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我们取特别的初始分布: 对任何点 x ∈ E, 1{x0=x} 是 x 点的单点分布, 因此有下
面的马氏链存在性定理.

定理 4.1.1 给定 E 上一个转移函数 (p(x,y) : x,y ∈ E), 存在一个可测空间 (Ω,F),
随机序列 X = {Xn : n > 0} 与概率 Px, x ∈ E, 满足:

Px(Xj = xj, 0 6 j 6 n) = 1{x0=x}p(x0, x1) · · · · · p(xn−1, xn). (4.1.2)

上式等价于

(1) 对任何 x ∈ E, Px(X0 = x) = 1;

(2) 对任何 n > 0, x1, · · · , xn = y, z ∈ E,

Px(Xn+1 = z|Xn = y, · · · ,X1 = x1) = p(y, z).

练习 4.1.1 证明定理中的等价性.

练习 4.1.2 设 (px) 是 E 上的一个分布律, 证明: 存在独立且分布律是 (px) 的随机

序列. 因此独立同分布随机序列的存在性是上述定理的推论.

定义 4.1.3 给定转移函数 (px,y), 上面定理中的随机序列 X = {Xn : n > 0} 和概率
族 {Px : x ∈ E}) 称为是该转移函数对应的马氏链.

马氏链的存在性很直观, 它可以被看成是一个在空间 E 的点上按照某种规则跳

动的猫. 定理中的 (1) 说明初始时刻猫在位置 x 上, (2) 是移动规则, 若猫在 n 时刻

在位置 y 上, 则它以概率 p(y, z) 跳到位置 z 上.
在第二章中我们说过,每个随机过程在轨道空间上有一个分布,因此定理中的样

本空间 Ω 不妨是轨道空间, 即时间集到 E 的映射全体, X = (Xn) 是坐标过程, F 是
坐标过程全体生成的 σ-代数. 在本章下面, 为了方便, 我们就作这样的假设. 因此,
我们说状态空间为 E 的一个随机序列是指该样本空间上的一个概率测度.

注意, 定义 4.1.2 针对一个随机序列, 而定义 4.1.3 针对一个转移函数. 实际上,
后者更具一般性. 确切地说, 我们可以抽取定义 4.1.2 中的马氏链 (叫做老马氏链)
的初始分布 (µx), 与转移机制 p, 得到定义 4.1.3中的马氏链 X (新马氏链), 然后定
义

Pµ :=
∑
x∈E

µxPx.

则在概率 Pµ 下的新马氏链与老马氏链同分布.
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练习 4.1.3 证明: 在概率 Pµ 下, X 的初始分布和转移函数分别是 (µx) 和 p.

现在我们叙述该马氏链的马氏性与强马氏性, 证明可复制随机游动一节中的相
应定理. 用 Fn 表示 X0,X1, · · · ,Xn 生成的事件域,它是离散的,因此定理的性质 (2)
可以用条件期望表达

Px(Xn+1 = y|Fn) = p(Xn,y) = PXn(X1 = y).

该式相当于引理 2.5.2. 有了这个公式, 容易推出马氏链的马氏性与强马氏性. 类似
地引入推移算子 θn, n > 0, 它满足对任何 k > 0, Xk◦θn = Xk+n. 下面定理的证明
参考定理 2.5.1与定理 2.6.1.

定理 4.1.2 对任何非负或有界随机变量 Y, n > 0, x ∈ E,

Ex(Y◦θn|Fn) = EXn(Y).

上面的时间 n 可以用一类随机时间代替, 也就是强马氏性成立. 一个映射 τ :

Ω −→ [0,∞] 称为是一个停时, 如果对任何 n > 0, 有 {τ 6 n} ∈ Fn. 这等价于
对任何 n > 0, {τ = n} ∈ Fn. 注意, τ 可以取 +∞ 为值, 且一定是 F (广义) 随
机变量. 容易验证固定时间 n 是一个停时. 定义 Fτ 是 F 中满足对任何 n > 0,
A ∩ {τ 6 n} ∈ Fn 的元素 A 的全体, 那么 (1) Fτ 是一个 σ-代数; (2) 当 τ ≡ n 时,
Fτ = Fn. (请读者自行验证.) 再定义停止位置 Xτ := Xn 当 τ = n 时, n > 0. 这样
Xτ 在集合 {τ < ∞} 上被定义, 且在此集合上是 Fτ 可测的. 类似定义 θτ := θn 当

τ = n 时. 同样 θτ 也在集合 {τ < ∞} 上被定义. X 有下面的强马氏性.

定理 4.1.3 设 τ 是一个停时, 则对任何 B ∈ F, x ∈ E 有

Ex(1B◦θτ; τ < +∞|Fτ) = EXτ(1B)1{τ<+∞}.

马氏链的例子很多, 在此列举若干, 同学可以自己举一些例子.

例 4.1.1 (Bernoulli-Laplace 扩散模型) 设 A, B 两箱中各有 r 个球, 其中 r 个白, r
个黑. 记 X0 是开始时 A 箱中白球个数, 然后各任取一球对换, Xn 是经 n 次对换后

A 箱中白球个数. X = (Xn : n > 1) 是随机序列, 状态空间是 E = {0, 1, 2, · · · , r}. 容
易验证 X 是马氏链且

px,x−1 =
(x
r

)2
, px,x = 2x(r− x)

r2 , px,x+1 =

(
r− x

r

)2
.

这是一个关于两种液体混合的概率模型.
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例 4.1.2 (无边界与有边界随机游动) 在第二章中讨论的简单随机游动是个马氏链,
是无边界的. 设状态空间 E = {0, 1, · · · , r}, 当 0 < x < r 时像简单随机游动, 达到边
界就停止游动: p(0, 0) = p(r, r) = 1, 该马氏链称为具有吸收边界的随机游动. 如果
把边界的转移方式改为 p0,1 = 1, pr,r−1 = 1, 那么它仍然是马氏链, 称为具有反射边
界的随机游动.

例 4.1.3 (图上简单随机游动) 设 E 是一个简单图的顶点集合, 对任何 x,y ∈ E, 若
x,y 有线直接连接, 则令 S(x,y) = 1 否则 S(x,y) = 0. 则 S 是对称的. 设

px,y =
S(x,y)∑
z∈E S(x, z) ,

那么 (px,y : x,y ∈ E)定义了 E上的一个转移函数, 对应的马氏链称为是图上的随机
游动. 上例中的对称随机游动就是整数格点图上的随机游动. 状态空间 {0, 1, · · · , r}
作为整数格点的子图上的随机游动恰是具有反射边界的对称随机游动. 特别地, 设
E 是 Rd 上的整数格点按自然方式连接的图, 该图上简单随机游动就是整数格点上
对称随机游动. 任意顶点有 2d 个邻居, 转移到邻居的概率是 1

2d , 称为 d-维简单对
称随机游动, 也称为 d-维格点图上的简单随机游动. 注意图上的简单随机游动是被
图所唯一决定的, 不会混淆.

下面我们将主要讨论马氏链或者说转移函数的性质. 现在给定转移函数 (px,y)

与对应的马氏链, X = (Xn), (Px). 记 n 步转移概率 p
(n)
x,y := Px(Xn = y), n > 0,

x,y ∈ E. 显然 p
(0)
x,y = 1{x=y}, p(1) = p.

引理 4.1.1 (Chapman-Kolmogorov) 对任何 n,m > 0, x,y ∈ E 有

p(n+m)
x,y =

∑
z∈E

p(n)
x,z p

(m)
z,y ,

即作为矩阵 p(n) 是 p 的 n 次幂: p(n) = pn.

定义 4.1.4 设 x,y ∈ E, 称 x 可达 y, 如果存在 n > 0, 使 p
(n)
x,y > 0; 称 x,y 互达, 如

果 x 可达 y 且 y 可达 x. 称 X 不可分, 如果任何两个状态可互达.

显然 x 可达 x. 另外如果 x 可达 y, 且 y 可达 z, 则 x 可达 z. 事实上, 有条件,
存在 n,k > 0 使得 p

(n)
x,y > 0, p(k)

y,z > 0, 然后

p(n+k)
x,z =

∑
u

p(n)
x,up

(k)
u,z > p(n)

x,yp
(k)
y,z > 0.

状态间互达关系是等价关系.
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练习 4.1.4 设 x 6= y.

1. 证明: x 可达 y 当且仅当存在 n > 1, xi ∈ E, 0 6 i 6 n 使得 pxi−1,xi
> 0,

1 6 i 6 n 且 x0 = x, xn = y.

2. 证明: 如果 |E| < ∞, 且 x 可达 y, 则存在 n < |E| 使得 p
(n)
x,y > 0.

对 y ∈ E, 令 τy := inf{n > 1 : Xn = y} (约定 inf∅ = ∞), 称为是状态 y 的首中

时. 容易验证 τy 是一个停时, 即对任何 n 有 {τy 6 n} ∈ Fn. 这是一个非常基本的
停时, 有许多性质和应用. 对 n > 0, 令 f

(n)
x,y := Px(τy = n), 显然 f

(n)
x,y 6 p

(n)
x,y . 因为

{τy = k} ∈ Fk, Xτy
= y, 故对 n > 1,

p(n)
x,y = Px(Xn = y) = Px(Xn = y, τy 6 n)

=

n∑
k=1

Px(Xn−k◦θk = y, τy = k)

=

n∑
k=1

Ex(PXk(Xn−k = y); τy = k)

=

n∑
k=1

Px(τy = k)Py(Xn−k = y) =

n∑
k=1

f(k)x,yp
(n−k)
y,y .

这是我们前面所提到的首达概率公式.

定理 4.1.4 对 n > 1, x,y ∈ E, 有

p(n)
x,y =

n∑
k=1

f(k)x,yp
(n−k)
y,y .

再定义

fx,y := Px(τy < ∞) =
∑
n>1

f(n)
x,y ,

这是过程从状态 x 经有限步到达 y 的概率.

练习 4.1.5 证明: 当 x 6= y 时, x 可达 y 当且仅当 fx,y > 0.

练习 4.1.6 设 limn p
(n)
x,x 存在且非零, 证明极限是平均回归时 Exτx 的倒数.

练习 4.1.7 证明两个公式 (1) 对任何 x,y ∈ E,

fx,y

∞∑
n=0

p(n)
y,y =

∞∑
n=1

p(n)
x,y .

(2) f
(n+1)
x,y =

∑
z̸=y px,zf

(n)
z,y .
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4.2 常返态与暂留态

定义 4.2.1 一个状态 x ∈ E 称为是常返的, 如果从 x 出发以概率 1 回到 x, 即
fx,x = 1, 否则 x 称为暂留的. 马氏链称为是常返的, 如果其所有状态常返; 称为暂
留, 如果其所有状态暂留.

例 4.2.1 考虑简单随机游动. 已知对任何状态 x, Px(τx < ∞) = 1 − |p− q|. 因此对
称时任何状态常返, 非对称时任何状态暂留. 对例 4.1.2中的有吸收边界的随机游动,
容易验证从任何状态 0 < i < r 出发, X 总在有限步内达到 0 或 r, 然后不再离开.
因此, 状态 0, r 常返, 而其他状态暂留.

对 y ∈ E, 令

τ(0) := 0, τ(k)y := τy + τ(k−1)
y

◦θτy
, k > 1.

那么 τ(k) 实际上是 X 第 k 次访问 y 的时刻, 它也是一个停时. 由强马氏性

Px(τ(k)y < ∞) = Px(τy < ∞, τ(k−1)
y

◦θτy
< ∞)

= Ex(PX(τy)(τ(k−1)
y < ∞); τy < ∞)

= fx,yPy(τ(k−1)
y < ∞) = · · · = fx,yf

k−1
y,y .

引理 4.2.1 对任何 x,y ∈ E, k > 1 有

Px(τ(k) < ∞) = fx,yf
k−1
y,y .

定理 4.2.1 我们有下列准则.

(1) 状态 x 是常返的等价于 Px(limn{Xn = x}) = 1 也等价于
∑

n p
(n)
x,x = ∞;

(2) 状态 x 是暂留的等价于 Px(limn{Xn = x}) = 0 也等价于
∑

n p
(n)
x,x < ∞.

证明. 首先由上面的引理, 当 y = x 时

Px(lim
n
{Xn = x}) = lim

k
(fx,x)

k =

0, fx,x < 1,

1, fx,x = 1.

由首达概率公式以及下面的练习推出 fx,x < 1 当且仅当
∑

n p
(n)
x,x < ∞.
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练习 4.2.1 设有两个非负数列 (an)n>0, (bn)n>0 满足 a0 = 1, 对任何 n > 1, an =∑n
k=1 bkan−k. 证明:

∑
n bn < 1 当且仅当

∑
n an < ∞.

定理 4.2.2 如果 x,y ∈ E 是互达的, 则下列两者之一成立.

(1) x,y 都是常返的, Px(limn{Xn = y}) = 1 且
∑

n p
(n)
x,y = ∞.

(2) x,y 都是暂留的, Px(limn{Xn = y}) = 0 且
∑

n p
(n)
x,y < ∞.

证明. 因 x,y 互达, 存在 i, j > 1 使得 p
(i)
x,y · p(j)

y,x > 0, 而对任何 n > 1,

p(i+n+j)
x,x > p(i)

x,yp
(n)
y,yp

(j)
y,x, p(i+n+j)

y,y > p(i)
y,xp

(n)
x,xp

(j)
x,y,

因此定理 4.2.1 推出 x,y 或都是常返或都是暂留. 由首达概率公式推出

∞∑
n=1

p(n)
x,y = 1 +

∞∑
n=1

n∑
k=1

f(k)x,yp
(n−k)
y,y tn

=

∞∑
k=1

f(k)x,y

∞∑
n=k

p(n−k)
y,y = fx,y

∞∑
n=1

p(n)
y,y.

因此它当 y 常返时是无穷, 否则是有限. 再由引理 4.2.1

Px(lim
n
{Xn = y}) = fx,yPy(lim

n
{Xn = y}),

最后我们仅需验证当 x,y 常返时有 fx,y = 1.
事实上, 设 y 常返, 从 y 出发会无穷多次回到 y, 直观地有任何时间 k > 1 之后

一定还会访问 y, 即 Py(τy◦θk < ∞) = 1, 故由马氏性得

p(k)
y,x = Py(Xk = x) = Py(Xk = x, τy◦θk < ∞)

= Ey(PXk(τy < ∞);Xk = x) = fx,yp
(k)
y,x.

由 y 可达 x 推出 fx,y = 1.

推论 4.2.1 如果 y 常返且 y 可达 x, 则 x 可达 y.

定理断言两个互达的状态, 或者都常返或者都暂留, 属于同一类, 这样的性质叫
做类性质.

练习 4.2.2 严格地证明: 如果 y 常返, 则对任何 k 有 Py(τy◦θk < ∞) = 1.
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练习 4.2.3 证明: (1) 有限状态马氏链至少有一个状态是常返的. (2) 不可分有限状
态马氏链必是常返的.

定理 4.2.3 (Polya) d-维对称简单随机游动当 d = 1, 2 时是常返的, 而当 d > 3 时
是暂留的.

证明. 用 (Sn) 表达该简单随机游动. 随机游动是不可分的. 令 u
(d)
2n = P(S2n = 0).

d = 1 的情况已在例 4.2.1 中证明. 当 d = 2 时, 偶数 2n 返回零必定是 k 步向上, k
步向下, n− k 步向左, n− k 步向右, 因此

u
(2)
2n =

1
42n

n∑
k=0

(2n)!
k!k!(n− k)!(n− k)!

=
1

42n

(
2n
n

) n∑
k=0

(n
k

)( n

n− k

)

=
1

42n

(
2n
n

)2
∼

1
πn

.

推出
∑

n u
(2)
n = ∞, 故而常返. 对 d > 3 的情况留作习题.

练习 4.2.4 设 X(d) 是 d-维格点图上零点出发的简单随机游动, τ(d) 是它首中 0 的
时间.

1. d + 1 维随机游动在 d 维空间上的投影在抹去它不动的时间之后是 d 维随机

游动. 确切地说, 用 (Yn) 表示 X(d+1) 的前 d-个坐标组成的随机序列. 定义

σ = inf{n > 1 : Yn 6= Yn−1},

σ1 = σ, σn = σ◦θσn−1 + σn−1,n > 1,

σn 是 Y 的第 n 次变动. 证明: (Yσn
) 与 (X

(d)
n ) 同分布.

2. 证明:
P0(τ(d+1) < ∞) 6 P0(τ(d) < ∞).

3. 证明: 当 d > 3 时, d-维对称简单随机游动暂留.
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提示: 有很多方法可以证明
∑

u
(3)
2n < ∞. 一个是用组合方法写成下面的形式

u
(3)
2n =

1
22n

(
2n
n

) ∑
k1+k2+k3=n

(
1

3n
n!

k1!k2!k3!

)2
,

进行估计. 这里提供 u
(3)
2n 的另一种表达, 可能由此可以估计出它收敛到零的阶. 因

为 (Sn) 是独立随机序列的部分和序列, 所以利用 Fourier 变换和逆变换公式, 推出

u
(3)
2n =

1
(2π)3

∫
[−π,π]3

(
cos x1 + cos x2 + cos x3

3

)2n
dx1dx2dx3.

练习 4.2.5 设 X(j) = (X
(j)
n ), 1 6 j 6 d, 是 d 个独立对称简单随机游动, 令 X =

(X
(1)
n , · · · ,X(d)

n ). 证明 X 是一个马氏链. 求它的状态空间与转移函数. 证明 X 当

d 6 2 时常返, d > 3 时暂留. 思考是否可以利用它来证明 Polya 定理 (*).

练习 4.2.6 设 X 是平面格点图上的随机游动, 它向上下左右的转移概率分别是
p1,p2,p3,p4, 它们是和为 1 的正数. 证明: 当 p1 6= p2 或者 p3 6= p4 时, X 是

暂留的. 思考: (1) 否则怎么样? (2) 考虑三维时的类似问题.

一般马氏链的状态是非常复杂的,互达是个等价关系,但是互达等价类不是一个
好的分类, 下面再介绍两个概念, 它们在状态分类的时候是有用的.

定义 4.2.2 设 (px,y) 是 E 上转移函数.

1. 子集 C ⊂ E 称为是闭的, 如果对任何 x ∈ C, 有
∑

y∈C px,y = 1.

2. 两个状态 x,y 称为相邻的, 如果 px,y > 0 或者 py,x > 0; 称为连通的, 如果存
在路径 x = x0, x1, · · · , xn = y, 依次相邻, 即 xj−1 与 xj 相邻. 连通分支是指
一个连通等价类.

显然, 如果 C 是闭的, 那么转移函数限制在 C 上仍然是转移函数. 互达等价类
是连通的但未必是闭的.

练习 4.2.7 证明: (1) C 是闭的等价于对任何 x ∈ C, y 6∈ C, 有 px,y = 0. (2) 状态
x 可达的状态全体是闭的且连通的. (3) 常返态 x 可达的状态全体是不可分的. (4)
举例说明暂留状态全体不一定是闭的. (5) X 不可分当且仅当 E 没有非平凡闭子集.
(6) 一个连通分支是闭的, 但闭集未必是连通的.
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4.3 正常返与遍历性

常返是指首中时是有限的,为了进一步区别常返的类型,我们引入正常返与零常
返的概念.

定义 4.3.1 设状态 y 是常返的, 称它是正常返的, 如果平均回转时间有限

Ey(τy) =
∑
n>1

nf(n)
y,y < ∞,

否则称 y 是零常返的.

前面,我们证明了一维格点上的对称简单随机游动是常返的,但平均返回时间是
无穷, 因此是零常返的.

练习 4.3.1 证明二维整数格点图上的简单随机游动是零常返的.

例 4.3.1 设 E 是非负整数集, 令

P :=



q0 p0 0 0 0 · · ·
q1 0 p1 0 0 · · ·
q2 0 0 p2 0 · · ·
q3 0 0 0 p3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


其中 px,qx 是正的, 且 px + qx = 1, 因此 P 是一个转移矩阵. 设 X 是一个以 P 为

转移矩阵的马氏链, 容易验证 X 是不可分的. 对 n > 1,

P0(τ0 > n) = p0p1 · · ·pn−1.

因此 X 常返当且仅当 limp0p1 · · ·pn−1 = 0. 因为 E0τ0 =
∑

n P(τ0 > n), 所以上述
马氏链的 0 点是正常返的当且仅当级数

∑
p0p1 · · ·pn−1 收敛.

练习 4.3.2 上例中, 设 pn = e−1/nα , 证明: 当 α > 1 时, 马氏链是暂留的; 当 α = 1
时, 马氏链是零常返的; 当 α < 1 时正常返.

练习 4.3.3 继续上例, 求状态 1 的平均返回时间 E1τ1.

众所周知, 一个周期地发生的事件, 频率等于周期的倒数. 当 x 是常返态时, 访
问 x 差不多就是一个周期地发生的事件, 所以其频率应该是周期的倒数. 什么是频
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率呢? 频率是单位时间内访问 x 的次数, 即

1
n

n∑
k=1

1{Xk=x},

下面定理断言频率和频率的期望有相同的极限, 极限是平均回归时的倒数. 显然, 定
理的结论当 x 是暂留的时候也是对的.

定理 4.3.1 对常返态 x ∈ E, 有

lim
n

1
n

n∑
k=1

1{Xk=x} = lim
n

1
n

n∑
k=1

p(k)
x,x =

1
Exτx

,

其中第一个极限是 Px 几乎处处的意义下. 另外, 右边的量记为 µx, 当分母是无穷时
等于 0.

令 Sn =
∑n

k=1 1{Xk=x}, 它是 1 到 n 时刻, X 访问 x 的次数, 那么

n∑
k=1

p(k)
x,x = ExSn.

用 Tn 表示 X 第 n 访问 x 的时间, T0 = 0,

ξn := Tn − Tn−1 = τx◦θTn−1 .

显然 ξ1 = T1 = τx.

引理 4.3.1 在概率 Px 下, ξ1, · · · , ξn · · · 是独立同分布随机序列.

证明. 这里仅验证 ξ1, ξ2 独立同分布, 一般情况请学生自己完成. 对任何 j,k, 由马
氏性推得

Px(ξ1 = j, ξ2 = k) = Px(T1 = j, τx◦θj = k)

= Ex(PXj(τx = k), T1 = j)

= Px(τx = k)Px(τx = j).

这验证了独立同分布性质.

显然对 n > 1, k > 0 有 {Sn = k} = {Tk 6 n < Tk+1}. 因此

TSn
6 n < TSn+1.
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这推出
Sn

TSn+1
<

Sn

n
6 Sn

TSn

.

因为 Tn 是独立同分布非负随机变量之和, 所以由强大数定律 Tn/n 几乎处处趋于

Exτx, 不论该期望是有限或者无限. 再加上常返性, Sn 几乎处处趋于无穷, 因此, 根
据下面的练习题, Sn/n 几乎处处的极限是 µx, 再由控制收敛定理推出

lim
n

1
n
ExSn = µx.

这证明了上面的定理.

练习 4.3.4 设 Yn
a.s.−→Y, 正整数值随机序列 τn 几乎处处趋于无穷. 证明: Yτn

a.s.−→Y.

练习 4.3.5 对 x,y ∈ E, 应用首达概率公式证明

lim
n

1
n

n∑
k=1

p(k)
x,y = fx,yµy.

从定理可以看出, 状态 x 正常返当且仅当

lim
n

1
n

n∑
k=1

p(k)
x,x > 0.

如果 x,y 互达, 存在非负整数 s, t 使得 p
(s)
x,y > 0 与 p

(t)
y,x > 0. 因此

1
n

n∑
k=1

p(s+k+t)
x,x > p(s)

x,y

(
1
n

n∑
k=1

p(k)
y,y

)
p(t)
y,x.

由此推出平均极限或者都是正的或者都是零, 即有下面的推论.

推论 4.3.1 正常返性也是类性质.

练习 4.3.6 设 X 是不可分常返马氏链. 证明: 平均极限 (µy) 满足
∑

y µy 6 1 且∑
x µxpx,y = µy, y ∈ E, 即若 (µy) 非零, 则它是转移矩阵的特征值 1 的特征向量.

练习 4.3.7 证明: 有限状态马氏链没有零常返态.

注意, 尽管平均极限总是存在, 但 p
(n)
y,y 的极限未必存在. 例如当 E = {x,y},

px,y = py,x = 1 时,

p(n)
x,x = p(n)

y,y =
1 + (−1)n

2 .

因此平均极限是 1/2 而本身极限不存在. 极限不存在的根本原因是周期问题, 即该
马氏链总是要偶数步才能回来.
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练习 4.3.8 设 E = {0, 1}, (px,y) 是转移函数.

1. 验证: p
(n)
0,0 = p1,0 + (p0,0 − p1,0)p

(n−1)
0,0 ;

2. 写出 p
(n)
0,0 的表达式并求出极限;

3. 求出 p
(n)
x,y 及其极限.

练习 4.3.9 定义状态 x 的周期

d(x) := gcd{n > 1 : p(n)
x,x > 0}.

当 d(x) = 1 时称 x 非周期.

1. 证明: 如果 x 与 y 互达, 则 d(x) = d(y).

2. 设马氏链不可分且 E 有限. 证明: |E| 是周期的整数倍

3. 证明: 如果 x 非周期, 那么存在正整数 k 当 n > k 时, p(n)
x,x > 0.

前面一个练习中我们说当 limn p
(n)
x,x 存在时, 它的极限是平均返回时的倒数, 但

是并没有说什么时候极限存在. 现在我们不加证明地给出一个结论: 对常返态 x ∈
E, 如果它非周期, 则 limn p

(n)
x,x 存在.

练习 4.3.10 证明: 如果上面的结论成立, 那么对任何 d = d(x) > 1, limn p
(nd)
x,x 存

在. 这时的极限是什么?

4.4 不变测度与平稳分布

在本节中, 我们将介绍与正常返性质密切相关的不变测度与平稳分布. E 上的

一个测度等同于 E 上一个非负 (可能取值无穷) 函数 µ = (µx), E 上的一个 σ-有限
测度等同于一个非负函数. 讲义中所说的可数集上的测度总是指 σ-有限测度. 说测
度 µ 非零或者非平凡是指不恒等于零.

定义 4.4.1 E 上的一个非零测度 µ = (µy : y ∈ E) 称为是转移矩阵 P 的或者对应的
马氏链的不变测度, 如果 ∑

x∈E

µxpx,y = µy, y ∈ E.

如果不变测度 µ 是一个概率分布, 那么我们说它是平稳分布.
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练习 4.4.1 1. 设有 0 6 µx 6 +∞, x ∈ E, 满足
∑

x∈E µxpx,y 6 µy, y ∈ E, 证
明: 如果马氏链不可分, 那么只要有一个 µx ∈ (0,∞), 则所有的都是如此.

2. 一个满足以上条件的非零测度 (µx) 称为过分测度. 不变测度是过分测度. 证
明: 如果 E 有限, 那么过分测度是不变测度.

练习 4.4.2 求整数格点上简单 (对称与非对称) 随机游动的不变测度. 由此证明: 对
称时不变测度唯一, 非对称时有无穷多, 这些不变测度都是无限的.

引理 4.4.1 一个不可分且有平稳分布的马氏链 X 是常返的.

证明. 设 µ 是平稳分布. 由平稳分布的定义, 对任何 n > 1,∑
x∈E

µxp
(n)
x,y = µy, y ∈ E.

假设 X 是暂留的, 则 limn p
(n)
x,y = 0, 由控制收敛定理, 对任何 y ∈ E, µy = 0, 矛

盾.

最后我们简单介绍马氏链的不变测度的存在唯一性. 从不变测度定义可以看出,
不变测度的常数倍仍然是不变测度, 因此两个相差常数倍的不变测度通常认为是相
同的, 唯一性是指在常数倍不计的意义下唯一.

定理 4.4.1 不可分常返的马氏链的不变测度存在而且唯一.

证明. 设 X 是不可分常返马氏链, 具有转移概率 (px,y). 先证明存在性, 任取点 o ∈
E, τ := inf{n > 1 : Xn = o},对任何 x ∈ E,定义禁忌概率 qo,x(n) := Po(Xn = x,n 6
τ), n > 1, 它是 Xn = x 且 n 之前未返回 o 的概率. 再定义

µx :=
∑
n>1

q(n)
o,x = Eo

[
τ∑

n=1
1{Xn=x}

]
.

下证 (µx) 就是 X 的不变测度. 直观看, µx 是从 o 出发首次返回 o 这段时间马氏链

访问 x 的平均次数.
首先 X 常返蕴含着 µo = 1. 其次 {τ > n} = {τ < n}c ∈ Fn−1, 由马氏性, 当

n > 1 时,

q(n)
o,x = Po(X1◦θn−1 = x;n 6 τ)
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= Eo(PXn−1(X1 = x);n 6 τ)

=
∑
y

Po({Xn−1 = y,n 6 τ})py,x, (4.4.1)

对 n 求和得

µx =
∑
y

τ∑
n=1

Po({Xn−1 = y})py,x =
∑
y

µypy,x,

其中第二个等号来自观察: 0 到 τ− 1 间访问 y 的次数与 1 到 τ 间访问 y 的次数一

致. 这证明了 (µx) 是 X 的不变测度.
下面证明唯一性, 设 (νx : x ∈ E) 也是 X 的非零不变测度, 则它们都是正的. 定

义关于 (νx) 对偶的转移概率

p̂x,y :=
νy

νx

py,x, x,y ∈ E.

由不变测度的性质推出 (p̂x,y : x,y ∈ E) 也是转移函数, 对应的马氏链也实现在同样
的样本空间和随机序列 (Xn) 上, 对应的概率记为 (P̂x), 称为对偶马氏链, 对应的量
用 ·̂ 表示. 显然对任何 n > 1,

p̂(n)
x,y =

νy

νx

p(n)
y,x ,

且 p̂
(n)
x,x = p

(n)
x,x . 因此对偶马氏链也是不可分常返的.

任取点 x = x0, x1, · · · , xn−1, xn = y, 重复地使用 νxp̂x,y = νypy,x, 得

νxp̂x,x1 · · · p̂xn−1,y = νypy,xn−1 · · ·px1,x,

用概率的语言表达, 即

νxP̂x(Xj = xj, 0 < j < n,Xn = y) = νyPy(Xn−j = xj, 0 < j < n,Xn = x), (4.4.2)

这样的逆转关系可以通过逆转算子表示. 取 y = o, 进而推出

νxP̂x(Xj 6= o, 0 < j < n,Xn = o) = νoPo(Xj 6= o, 0 < j < n,Xn = x), (4.4.3)

因为 {n 6 τ} = {Xj 6= o, 0 < j < n}, 所以

νxf̂
(n)
x,o = νxP̂x(n 6 τ,Xn = o) = νoPo(n 6 τ,Xn = x) = νoq

(n)
o,x . (4.4.4)

现在两边对 n 求和, 由常返性推出右边等于 νx, 左边由定义等于 νo · µx, 从而
νx = νo · µx 对任何 x ∈ E 成立, 证明了唯一性. 这里利用时间逆转将禁忌概率联系
到首中概率的思想不仅漂亮而且直观.
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练习 4.4.3 定义逆转算子 rn: Xk◦rn := Xn−k, 0 < k < n, 证明: 对任何 B ∈
σ(X1, · · · ,Xn−1), x,y ∈ E, 有

νxP̂x(B,Xn = y) = νyPy(r−1
n B,Xn = x),

且 r−1
n {n 6 τ} = {n 6 τ}. 由此推出 (4.4.4).

练习 4.4.4 证明: 不可分马氏链一定存在过分测度.

定理证明中所定义的测度 (µx) 是 X 唯一的不变测度, 因此
∑

x µx = Eoτ 且

µo = 1. 如果 X 有一个状态是正常返, 那么该不变测度有限, 即平稳分布存在唯一.
反之, 如果平稳分布 (πx) 存在, 则存在 c > 0 使得 µx = cπx. 从而推出 Eoτ < ∞,
即 o 是正常返的, 由 o 的任意性, 所有状态都是正常返的. 另外, 由 µo = 1 推出
πo = 1/Eoτ.

推论 4.4.1 不可分常返马氏链 X 有下面结论.

1. 或者所有状态都是正常返的或者都是零常返的.

2. 它是正常返的当且仅当它有平稳分布. 这时平稳分布为 πx = 1/Exτx, x ∈ E.

例 4.4.1 继续例 4.3.1. 解方程 (µx : x > 0)P = (µx : x > 0), 其中 P 是转移矩阵. 得

µ0 =
∑
x>0

µxqx;

µx = µx−1px−1, x > 1.

将 µx 代入第一个方程得

µ0 = µ0(q0 + p0q1 + · · ·+ p0 · · ·px−1qx + · · · )

= µ0(1 − lim
x

p0p1 · · ·px),

推出当 limx p0p1 · · ·px = 0 方程有非零解, 不变测度存在; 而当该极限为正, 方
程无解, 不变测度不存在. 因此, 对该马氏链, 常返当且仅当不变测度存在. 当∑

x p0p1 · · ·px−1 < ∞ 时正常返, 这时平稳分布为

πx =
p0p1 · · ·px−1

1 + p0 + p0p1 + · · ·+ p0p1 · · ·px−1 + · · ·
, x > 0.
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这说明平均返回时为

Exτx =
1 + p0 + p0p1 + · · ·+ · · ·

p0p1 · · ·px−1
, x > 0,

其中上式分母当 x = 0 时为 1.

练习 4.4.5 设状态 1,2,3,4,5,6,7 的马氏链的转移矩阵为

P :=



0.5 0.5 0 0 0 0 0
0.3 0.7 0 0 0 0 0
0 0 0.1 0 0.9 0 0

0.25 0.25 0 0 0.25 0.25 0
0 0 0.7 0 0.3 0 0
0 0.2 0 0.2 0.2 0.4 0

0.5 0 0.2 0 0 0 0.3


问其中包含哪些闭子集? 哪些不可分的闭子集? 写出各状态是常返还是暂留的, 以
及每个常返态的平均返回时.

练习 4.4.6 证明:

1. 直线与平面格点上对称简单随机游动是零常返的.

2. 有限状态不可分马氏链是正常返的.

3. 有限状态马氏链有平稳分布.

练习 4.4.7 设 X 是转移函数为 px,y 的马氏链. 对任何 x ∈ E, 定义

Mn :=

n∑
i=1

1{Xi=y} −
∑
x∈E

(
n∑

i=1
1{Xi−1=x}

)
· px,y,

证明: (1) 对任何 o ∈ E, (Mn : n > 1) 是 Po 鞅. (2) 将 Doob 有界停止定理应用于
(Mn) 证明不可分常返的 X 有不变测度.

练习 4.4.8 甲袋中有 3个黑球, 乙袋中有 3个白球, 每次从两袋中各任取一球, 交换
放入另一袋中, 用 Xn 表示交换 n 次后甲袋中的黑球个数. 证明 (Xn) 是马氏链, 并
写出其转移矩阵以及平稳分布.
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练习 4.4.9 某人有 r 把伞放在家或者办公室用于来往于家与办公室之间, 当且仅当
天下雨且该场所有伞时, 带一把伞走, 到达后放下. 下雨的概率等于 p.

1. 用 Xn 表示他第 n 出 (家或者办公室) 门时手边的伞的数目, 说明它是一个马
氏链, 写出其转移概率. 它是否有平稳分布? 如有, 求其平稳分布.

2. 计算他第 n 出门时被淋湿的概率当 n 趋于无穷时的极限.

3. 证明: 对任何 p, 5 把伞可以保证他以 95% 以上的概率不被淋湿.

练习 4.4.10 依次等可能地往 M 个盒子里放球, ξn 表示放入第 n 个球后空盒的个

数. 证明 {ξn} 是马氏链并写出它的转移函数.

练习 4.4.11 设 {ξn} 是整数值的独立同分布非常数随机序列, 分布为 (px : x ∈ Z),
令 Xn =

∑n
k=1 ξk. (1) 证明: (Xn) 是马氏链; (2) 求其转移函数; (3) 问 (px) 满足什

么条件时, 该马氏链 (转移函数) 是不可分的? (4) 证明: X 不可能有平稳分布. 因此
它不可能是正常返的.

练习 4.4.12 设 X 是不可分常返马氏链, 任取有限集 A ⊂ E, 定义 σ 是 A 的首中时,
σn 是第 n 次命中 A 的时间, 也就是说

σn = σn−1 + σ◦θσn−1 .

令 Yn := X(σn). 证明: (1) Y 是以 A 为状态空间的不可分常返马氏链 (事实上是 X

的一个时间变换, 称为是 X 在 A 上的迹). (2) 如果 (µx : x ∈ E) 是 X 的不变测度,
证明它在 A 上的限制 (µx : x ∈ A) 是 Y 的不变测度.

4.5 可逆马氏链与电路图

可逆马氏链也称为对称马氏链, 是指具有对称测度的马氏链, 它是一个数学对
象. 电路图是大家熟知的物理对象, 本节把这两者联系起来, 来物理定律来计算数学
中的量, 说明马氏链也是自然产生的概念. 本节内容主要参考 [4] 和 [2].

设 X = {Xn : n > 0} 是状态空间 S 上的一个马氏链, 转移函数为 (p(x,y)). 注
意这里我们使用 p(x,y) 代替 px,y, 只是为了让符号更协调一些. 说一个转移函数对
称是指对任何 x,y 有 p(x,y) = p(y, x). 按照这个定义, 整数格点上的对称随机游动
是对称的. 让我们更一般地, 引入转移函数关于一个测度对称的概念, 也称为可逆.
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定义 4.5.1 如果存在 S 上的严格正的测度 π, 使得对任何 x,y ∈ S, π(x)p(x,y) =

π(y)p(y, x), 那么称 X 或其转移函数是 S 上可逆 (或者 π-对称) 的, (π(x) : x ∈ S)

称为是对称测度.

练习 4.5.1 如果定义中的 π 是非零测度, 证明: X 限制在 S0 = {x : π(x) > 0} 上是
可逆马氏链.

练习 4.5.2 设 X 是可逆马氏链, 证明: 若 p(x,y) > 0, 则 p(y, x) > 0.

练习 4.5.3 证明: (1) 对称测度是不变测度. (2) 不可分马氏链的对称测度如果存在
则必然在相差一个常数倍的意义下唯一. (3) 证明: 一维整数格点上的非对称简单随
机游动是可逆的, 但不变测度未必是对称测度.

设 x = x0, x1, · · · xn−1, xn = x 是 x 回到 x 的路径, 那么

π(x)p(x0, x1)p(x1, x2) · · ·p(xn−1, xn) = p(x1, x0)π(x1)p(x1, x2) · · ·p(xn−1, xn)

= · · · = π(x)p(xn, xn−1) · · ·p(x2, x1)p(x1, x0),

推出
n∏

i=1
p(xi−1, xi) =

n∏
i=1

p(xi, xi−1),

也就是说 X 沿回路转移的概率与方向无关, 这个性质称为 Kolmogorov 的回路测试.
反过来, 设 X 不可分且满足 Kolmogorov 回路测试, 那么 X 是可逆的.

练习 4.5.4 设 X 是不可分且满足 Kolmogorov 回路测试. 证明: 对任何 x,y ∈ S, 若
p(x,y) > 0 则 p(y, x) > 0. 如果没有不可分性, 这个命题还成立吗?

事实上, 任取 x ∈ S, 取 π(x) = 1, 因为 X 的不可分性, 对任意 y ∈ S, 存在道路
x0 = x, x1, · · · , xn−1, xn = y, 使得对任何 0 6 i 6 n− 1, p(xi, xi+1) > 0. 由马氏性,

Px(Xi = xi, 1 6 i 6 n) =

n∏
i=1

p(xi−1, xi),

这个概率称为是 X 沿上述道路从 x 转移到 y 的概率. 定义

π(y) := π(x)
p(x0, x1) · · ·p(xn−1, xn)
p(xn, xn−1) · · ·p(x1, x0)

.

首先 X 沿回路转移的概率与方向无关这个性质保证上述定义与路径无关, 其次容易
验证 π 就是 X 的对称测度, 所以 X 是可逆的. 这证明了下面定理.



第四章 马氏链 73

定理 4.5.1 不可分马氏链 X 可逆当且仅当 X 满足 Kolmogorov 回路测试.

可逆马氏链的好处是它可以用更直观更容易操作的电路图表达, 且其中的概率
性质和我们熟知的物理定律有深刻的关系, 这让概率问题变得更加有趣. 现在让我
们看电路图. 设 G = (S,E) 是一个连通的局部有限图, 局部有限是指每个节点的邻
居是有限多个, S 是节点的集合, E ⊂ {(x,y) : x,y ∈ S} 是边的集合 1. 图 G 的一个

子集可以自然地看成子图. 说点 x,y ∈ S 相邻, 如果 (x,y) ∈ E. 假设图是无向的, 即
(x,y) ∈ E 当且仅当 (y, x) ∈ E. 注意这样同一条边在 E 中两次出现. 再设 r 是定义

在 E 上的一个正对称函数, 即对任何边 (x,y) ∈ E, r(x,y) = r(y, x) > 0. 称 r(x,y)
称为是边 (x,y)上的电阻率或电阻, r称为是 G上的电阻函数. 定义边上的电导率或
电导为电阻的倒数 c(x,y) := r(x,y)−1, (x,y) ∈ E. 自动地, 如果 (x,y) 6∈ E, x 6= y,
那么不妨认为 r(x,y) = +∞, c(x,y) = 0. 因此 c 看成 S× S 上的非负对称函数, 且
E = {(x,y) : c(x,y) > 0} 图 G 加上电阻 (或者电导) 函数 r, (S, r), 称为电路图, 其中
图的结构已经在电阻函数中表达. 注意这里的电路图和物理中的电路图的区别, 物
理中的电路图必须有限的且在连接电源后才是真正的电路图, 因此与选择连接电源
的节点有关.

给定一个电路图 G = (S, r). 定义

c(x) :=
∑
y∈S

c(x,y), p(x,y) := c(x,y)
c(x)

, x,y ∈ S.

那么 (p(x,y) : x,y ∈ S) 是 S 上转移函数, 且 c(x)p(x,y) = c(x,y) = c(y, x) =

c(y)p(y, x). 因此电路图诱导了一个 S 上的可逆马氏链. 直观地解释, 马氏链就如同
在电路图上跑动的电荷, 它自然地更容易向电导性更好的邻居转移. 反过来, 设 X是

有限集合 S 上一个不可分可逆马氏链, 转移函数为 p(x,y), 对称测度是 π(x), x ∈ S.
那么定义边的集合 E := {(x,y) : p(x,y) > 0}, 电导率

c(x,y) := π(x)p(x,y), x,y ∈ S.

那么由可逆性, c 是 E 上对称正函数. 图 G 及其电阻函数或电导函数一起 (G, r)
或 (G, c) 称为一个电路网络. 最后, 我们说两个电路图 (c(x,y) : (x,y) ∈ E) 与

(c ′(x,y) : (x,y) ∈ E) 相差一个常数是指存在 k > 0 使得对任何 (x,y) ∈ E 有

c ′(x,y) = kc(x,y). 显然相差一个常数的两个电路图诱导同一个转移函数. 因此我
们证明了下面的定理.

1在不引起混淆的情况下, 有时不刻意区分图 G 与其顶点集 S.
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定理 4.5.2 如上方式, 在相差一个常数不计的情况下, 电路图与可逆马氏链一一对
应.

所有边上的电阻等于 1 的电路图称为简单电路图, 所对应的马氏链是图上简单
随机游动.

练习 4.5.5 (1) 求整数格点上的简单 (非对称情形) 随机游动对应的电路图. (2) 平
面上整数格点上的随机游动向上下左右邻居转移的概率分别为 p/2,p/2,q/2,q/2,
其中 p+ q = 1. 它是否可逆? 若可逆, 求它的对称测度和对应的电路图.

下面我们就设 G = (S, r) 是一个连通的电路图, X 是对应的不可分可逆马氏链.
下面我们主要讨论两者的关系. 用符号 x ∼ y 表示 x,y 相邻, 即 (x,y) ∈ E, 或
c(x,y) > 0, 或 p(x,y) > 0. 设 H ⊂ S, 说 y 与 H 相邻, 如果 y 与 H 中的某点相邻,
记为 y ∼ H. 定义

H := H ∪ {y ∈ S : y ∼ H},

称为是 H 的邻包, 它是 H 及与 H 相邻的点的全体. 若 H 是 S 的非空真子集, 那么
连通性推出 H \H 非空.

定义 4.5.2 说状态空间 S 上的函数 f 在点 x ∈ S 调和, 如果

f(x) =
∑
y∈S

p(x,y)f(y).

说 f 在子集集合 H 上调和, 如果它在 H 的任何点调和.

上面的定义类似于球面平均性质, 也即 f(x) = Exf(X1). 另外, 把

∆(x,y) = p(x,y) − 1{x=y}

看成是 S 上的 Laplace 算子, f 在点 x 调和等价于 ∆f(x) = 0 或者 pf(x) = f(x). 这
里任何二元函数 k(x,y) 都诱导 S 上函数空间的算子 kf(x) :=

∑
y∈S k(x,y)f(y).

定理 4.5.3 1. (最大值原理)设 H是 S的一个连通 (即作为子图)子集, f : S → R
在 H 上调和. 如果 f 在 H 上达到最大值 max f := maxx∈S f(x), 那么 f 在 H

上是常数.

2. (唯一性) 设 H 是 S 的有限真子集. 如果 S 上的函数 f,g 在 H 上调和且在 Hc

上相等, 那么 f = g.
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3. (Dirichlet 问题) 设 H 是 S 的有限真子集, f0 是 Hc 上的函数, 则满足在 H 上

调和且在 Hc 上等于 f0 的唯一解是 f(x) = Exf0(Xτ), 其中 τ 是 Hc 的进入时.

证明. (1) 如果 f 在点 x 调和且 f(x) = max f, 那么由调和的定义

f(x) =
∑
y∈S

p(x,y)f(y)

推出当 y ∼ x 时, f(y) = max f. 因为 H 是连通的, 故 f 在 H 上都等于 max f.
(2) 令 h := f− g, 则 h 在 H 上调和且在 Hc 上为零. 要证 h 恒等于零. 假设 h

在 H 的某点处非零, 例如正, 则因 H 有限, h 在 H 的某点 x0 处达到最大值, 令 H0

表示 H 中与 x0 连通的点的全体 (x0 在子图 H 中的连通分支), 由 (1) 推出 h 在 H0

上是正常数. 因 H0 是子图 H 中的一个连通分支, 故与 H0 相邻的点若不在 H0 中

则必定不在 H 中, 即 H0 \H0 ⊂ Hc, 因左边非空故矛盾.
(3) 唯一性由 (2) 保证. 我们来验证 f 符合两个条件就可以了. 首先 Xτ ∈ Hc,

故定义有意义. 另外若 x 6∈ H, 则 Px(τ = 0) = 1, 故 f(x) = f0(x); 若 x ∈ H, 则
Px(τ > 1) = 1, 因此 τ◦θ1 + 1 = τ. 然后由马氏性推出

f(x) = Ex(f0(Xτ)◦θ1) = Ex
(
EX1(f0(Xτ))

)
= Exf(X1),

即 f 在 x 处调和. 完成证明.

现在取非空子集 A,B ⊂ S, 满足 A ∩ B = ∅ 且 (A ∪ B)c 是非空, 有限且连通.
加一个电源连接 A,B 使得 A 上每个点的电压是 1, B 上每个点的电压是 0. 这时在
电路上自动形成电压和电流: 电压函数 v 是 S 上的一个函数, 使得 v|A = 1, v|B = 0,
及电流函数 i是边 E上的函数, 它们和电阻函数一起满足 Ohm定律与 Kirchhoff定
律.

注释 4.5.1 我们在这里回顾中学物理学过的三个电学定律.

1. Ohm 定律: 对任何相邻两点 x,y, v(x) − v(y) = i(x,y)r(x,y).

2. Kirchhoff 节点定律: 对于不直接联在电池上的点 x, 即 x 6∈ A ∪ B, 有∑
y∼x

i(x,y) = 0,

即流出的电流和等于流入的电流和.
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3. Kirchhoff 回路定律: 对任何 x ∈ S, 如果 x = x0 ∼ x1 ∼ · · · ∼ xn = x 是一个回

路, 那么
n∑

i=1
i(xi−1, xi)r(xi−1, xi) = 0.

Ohm 定律蕴含着 i 是 E 上的反对称函数: i(x,y) = −i(y, x). 另外 Ohm 定律等价
于 Kirchhoff 回路定律. 事实上, Ohm 定律显然蕴含着 Kirchhoff 回路定律, 反过来,
如果 Kirchhoff 回路定律成立, 取 b ∈ B, 对任何 x 6∈ A ∪ B, 存在 x 到 b 的路径

b = x0 ∼ x1 ∼ · · · ∼ xn = x, 定义

v(x) :=

n∑
i=1

i(xi, xi−1)r(xi, xi−1).

由 Kirchhoff回路定律, v(x)与选择的路径无关, 因为 v|B = 0, 它也与 b的选择无关.
容易推出 v, i, r 满足 Ohm 定律. 因此实际上我们只需要前面两个定律就够了.
在中学物理中学过怎么计算有效电导 (或电阻). 一般来说, 可以通过以下三种

电路等价变换的公式来计算, 请读者自行用 Ohm 定律和 Kirchhoff 定律验证.

1. 串联电路: 两个串联的电阻 r1, r2 的电路的电阻等于一个 r1 + r2;

2. 并联电路: 两个并联的电阻 r1, r2 的电路的电阻等于 r1r2
r1+r2

;

3. 星形电路与三角电路: 设 a1,a2,a3 与 b 是如图连接的星形, 电阻为 ri =

r(b,ai), 那么它可以变换为 a1,a2,a3 三角形连接, 电阻为 Rij = r(ai,aj),

b

1

2 3

r1

r2 r3

1

2 3

R12

R23

R31

其电阻关系如下

R12 =
γ

r3
, R23 =

γ

r1
, R31 =

γ

r2
,

其中

γ = (r−1
1 + r−1

2 + r−1
3 )r1r2r3 =

R12R23R31
R12 + R23 + R31

.
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强调一下, 在本节中, 对于集合 A, τA, τ+A 分别表示 A 的进入时, 首中时, 即

τA := inf{n > 0 : Xn ∈ A}, τ+A := inf{n > 1 : Xn ∈ A}.

下面定理断言电压是个调和函数, 这是把电路和马氏链或者说把物理和数学联系起
来的关键.

定理 4.5.4 假设如上, 电压函数 v 有下面性质.

(1) 电压函数 v 在 (A ∪ B)c 上调和.

(2) 对任何 x ∈ S, v(x) = Px(τA < τB).

证明. (1) 取 x 6∈ A ∪ B, 由节点定律,
∑

y∼x i(x,y) = 0, 再由 Ohm 定律 i(x,y) =

(v(x) − v(y))c(x,y), 故
∑

y∼x(v(x) − v(y))c(x,y) = 0. 因此

v(x)c(x) =
∑
y∼x

c(x,y)v(y),

推出 v 在 x 处调和. (2) 应用定理 4.5.3, v(x) = Exv(Xτ), 其中 τ 是 A ∪ B 的进入

时. 那么 τ = τA ∧ τB, 然后

Exv(Xτ) = Ex(v(XτA
), τA < τB) + Ex(v(XτB

), τA > τB) = Px(τA < τB).

完成证明.

练习 4.5.6 直接验证 f(x) := Px(τA < τB) 在 (A∪B)c 上调和且在 A∪B 上等于 v.

因为电流 i 反对称, 故∑
x,y∈S:x∼y

i(x,y) =
∑

(x,y)∈E

i(x,y) = 0.

由 Kirchhoff 节点定律, ∑
x∈A

∑
y∼x

i(x,y) =
∑
x∈B

∑
y∼x

i(y, x),

左边是由 A 流出的电流, 右边是流入 B 的电流, 他们是相等的, 记它为 i(A,B).

定义 4.5.3 在 A,B 两端加单位电压后的电流量 i(A,B) 定义为 A,B 之间的有效电
导, 记为 Ceff(A,B), 其倒数定义为有效电阻, 记为 Reff(A,B), 它等于从 A 流出单位

电流时 A,B 两端的电压差.
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.
现在设 A = {a}, a 6∈ B. 在记号中直接用 a 代替 A. 下面的定理建立了有效电

导与概率的关系.

定理 4.5.5 点 a 出发回到 a 前到达 B 的概率

Pa(τB < τ+a ) =
Ceff(a,B)

c(a)
.

证明. 加电池, 使得 v(a) = 1, v|B = 0. 首先由上面的定理, v(x) = Px(τa < τB). 显
然 τ+a = τa◦θ1 + 1 > 1, 而从 a 出发时, τB > 1. 因此

Pa(τB < τ+a ) = Ea(1{τB<τa}◦θ1) =
∑
x∼a

Px(τB < τa)p(a, x)

=
∑
x∼a

(1 − v(x))p(a, x) = 1
c(a)

∑
x∼a

(v(a) − v(x))c(a, x)

=
1

c(a)

∑
x∼a

i(a, x) = Ceff(a,B)
c(a)

.

完成证明.

练习 4.5.7 (1) 设 a 6∈ B. 记 ξ 从 a 出发在到达 B 前回到 a 的次数, 求 ξ 的分布.
(2) 设 x,y 6∈ B, g(x,y) 是从 x 出发在到达 B 前到 y 的平均次数. 证明:

c(x)g(x,y) = c(y)g(y, x).

下面的例子说明怎样用这个定理来计算概率. 注意图上标注的是边的电阻.

例 4.5.1 设 a,b, c,d 是正方形的四个顶点, 每边的电导都是 1. 那么相邻两点 a,b
间的有效电导为 Ceff(a,b) = 1 + 1

3 = 4
3 .

1 2

34

1

1

1

1 1 213

因此 1 出发回到 1 前到达 2 的概率

P1(τ2 < τ+1 ) =
Ceff(1, 2)

c(1) =
2
3 .
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而相对的两点 1, 3 间的有效电导为 Ceff(1, 3) = 1
2 + 1

2 = 1, 而对应的概率为 1
2 . 这个

例子比较简单, 上面的概率可直接计算. 利用定理 4.5.4, 设从 xi = Pi(τ2 < τ+1 ), 则
由调和性可以列出如下方程: x2 = 1,

x1 = 1
2 + 1

2x4,

x4 = 1
2x3,

x3 = 1
2 + 1

2x4.

解得 x1 = 2/3.

例 4.5.2 设有一个正方体网络, 每边的电导依然是 1. 求相邻两点 a,b 间的有效电
阻. 通过一系列的从星形电路到三角电路的等价变换, 如图不断地简化电路. 方法不
唯一. 算出 a,b 间有效电阻为 7/12, 请读者补充细节.

a b

cd

a b

cd

a b

c

a b

c

a b

c

a b

c

1

1

19
5

9
5

9
5

a b

c

19
24

19
24

3·19
40

a b7
12

练习 4.5.8 左下图, 5个顶点的图,每边的电阻是 1,求 (1) Pa(τb < τ+a ); (2) Pa(τc <

τ+a ). (3) 设中间的顶点是 e, 求 Pa(τe < τ+a ).

a b

cd

b

c a

1

2 3

练习 4.5.9 参考右上图, 每边电阻为 1, 求 P2(τ3 < τ+2 ).
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现在设 S 是可列集, 而图 (S,E) 是连通且局部有限的, 即每个顶点的邻居有限
多, c 是 E 上的对称正函数. 那么仍然如上对应有一个 S 上的可逆马氏链 X. 取 Sn

是递增到 S 的有限子集列, Bn := Scn, a ∈ S1. 上面的定理仍然成立:

Pa(τBn
< τ+a ) =

Ceff(a,Bn)

c(a)
.

当 n → +∞ 时, τBn
↑ +∞. 因此

Pa(τ+a = ∞) =
1

c(a)
lim
n

Ceff(a,Bn).

称极限 limn Ceff(a,Bn) 是 a 到 ∞ 的电导, 记为 Ceff(a,∞). 因为 X 常返当且仅当

Pa(τ+a < ∞) = 1, 故推出 X 常返当且仅当 Ceff(a,∞) = 0, 即 a 与无穷远的电导为

零. 将此结果阐述为定理.

定理 4.5.6 设 X 是 S 上的不可分可逆马氏链. 则它常返当且仅当其中一点 (任意)
到无穷的有效电导为零, 等价地, 有效电阻为无穷.

例 4.5.3 设 X 是直线整数格点上的简单随机游动. 对应的网络是整数格点网络, 每
边的电导是 1. 取 Sn := {−n,−n+ 1, · · · ,n− 1,n}, Bn := Scn. 那么

Ceff(0,Bn) =
2
n

.

因此 Ceff(0,∞) = 0. 故 X 常返.

定义 4.5.4 给定一个图 G = (S,E). 设 A,B 是 S 的非空子集且 A ∩ B = ∅. E 上的

一个反对称函数 j 称为是 A 到 B 的流, 如果对任何 x 6∈ A ∪ B,∑
y∼x

j(x,y) = 0.

类似地验证 ∑
x∈A

∑
y∼x

j(x,y) =
∑
x∈B

∑
y∼x

j(y, x),

因此令 j(A,B) :=
∑

x∈A

∑
y∼x j(x,y) 称为是 A 到 B 的流量.

定义 4.5.5 说 j 是 A 到 B 的一个单位流, 是指 j(A,B) = 1. 给定图 G 上的电阻 r,
对任何 A 到 B 的流 j 定义 j 产生的能量

E(j) = EA,B(j) :=
1
2

∑
(x,y)∈E

j(x,y)2r(x,y).
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下面我们证明 Thompson 定律.

定理 4.5.7 (Thompson) 设 i 是在 A 上加电压 v > 0, B 接地时产生的单位电流, 那
么在所有 A 到 B 的单位流中, i 产生的能量最小.

证明. 设 j 是 A 到 B 的单位流, 令 i ′ := j− i. 因为 i, j 是流量相同的流, 故 i ′ 是 A

到 B 的一个零流量的流. 计算能量

E(j) =
1
2

∑
(x,y)∈E

j(x,y)2r(x,y) = E(i) + E(i ′) +
∑

(x,y)∈E

i(x,y)i ′(x,y)r(x,y).

而最后一项是零, 因为 i 是电流, 由 Ohm 定律, 流的定义, v 在 A 上是常数 v, 在 B

上是零等事实得∑
(x,y)∈E

i(x,y)i ′(x,y)r(x,y) =
∑

(x,y)∈E

(v(x) − v(y))i ′(x,y)

=
∑

(x,y)∈E

v(x)i ′(x,y) −
∑

(x,y)∈E

v(y))i ′(x,y)

= 2
∑

(x,y)∈E

v(x)i ′(x,y) = 2
∑
x∈S

v(x)
∑
y∼x

i ′(x,y)

= 2
∑

x∈A∪B

v(x)
∑
y∼x

i ′(x,y) = 2v · i ′(A,B) = 0,

因此 E(j) = E(i) + E(i ′) > E(i), 即电流产生的能量最小.

由上面的证明过程可以看出: 如果 i 是单位电流, 即 i(A,B) = 1, 那么 A 上的

电压等于有效电阻, 因此
E(i) = v = Reff(A,B),

即下面结论成立.

推论 4.5.1 单位电流产生的能量等于 A,B 间的有效电阻.

由此容易地推出下面的 Rayleigh 单调原理, 非常有用. 设 r, r ′ 是 S 上两个电

阻函数, r ′ > r 是指对任何 (x,y) ∈ E, r ′(x,y) > r(x,y).

定理 4.5.8 (Rayleigh) 有效电阻关于电阻函数是递增的.

证明. 用 Reff(A,B) 与 R ′
eff(A,B) 分别表示 A,B 间对应于电阻函数 r 与 r ′ 的有效

电阻, i 与 i ′ 表示对应的单位电流, E 与 E ′ 对应的能量. 那么由 Thompson 定律,

R ′
eff(A,B) = E ′(i ′) > E(i ′) > E(i) = Reff(A,B),
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其中第一个 > 号是因为 r ′ > r, 第二个等号是因为对于电路图 (S, r), i 是电流而 i ′

只是流.

由单调定理, 下面的结论是显然的. 它相当于一个比较定理: 两个可比的可逆马
氏链有相同的常返暂留性.

推论 4.5.2 如果电路图 G = (S,E) 上的两个电阻函数 r, r ′ 是可比的, 即存在正常数
c 使得 c−1r 6 r ′ 6 cr, 那么对应的马氏链或者都是常返或者都是暂留.

把在 S上任何两点 x,y的连线去掉的图称为是断路,相反,把在 S上两点 x,y间
接一个电阻为零的线, 或者说把两个点重合为一个点所得的图称为短路. 断路不妨
看成电阻 r(x,y) ↑ +∞ 的结果, 因此电阻函数是增加的, 而短路不妨看成 r(x,y) ↓ 0
的结果,因此电阻函数减少. 这样由 Rayleigh单调定理推出断路后,有效电阻只会增
加; 短路后, 有效电阻只会减少. 因为马氏链 X 暂留当且仅当有效电导 Ceff(a,∞) >

0, 等价于有效电阻 Reff(a,∞) < ∞, 显然此有效电阻也关于电阻函数递增, 故有下
面的比较定理.

定理 4.5.9 暂留的马氏链短路后仍然是暂留的, 常返的马氏链断路后仍然是常返的.
换句话说, 如果某个短路后的链常返, 那么原来的链也常返, 如果某个断路后的链暂
留, 那么原来的链也暂留.

例 4.5.4 Polya 定理: Zd 上简单随机游动当 d 6 2 常返. 由比较定理, 只需对
d = 2, 3 的情况证明. 如果 d = 2, 只需证明某个短路后的链是常返就够了. 对任何
n > 0, 把格点 {(x,y) : |x| ∨ |y| = n} 短路看成一个点 an, 因为每条边的电导是 1, 而
an 有 4(2n + 1) 条边连接 an+1, 故 c(an,an+1) = 4(2n + 1), 从 a0 到无穷远的有

效电阻为

Reff(a0,∞) =
∑
n>0

1
4(2n+ 1) = +∞,

因此短路后的链是常返的.

练习 4.5.10 在平面整数格点图上, X 从零点出发, 在任何点以概率 p1,p2,p3,p4 分

别向上下左右转移, 就所有情况讨论什么条件下 X 是常返或者暂留.

以上短路的方法对于证明 3-维简单对称随机游动是暂留的就不好用了, 下面介
绍 T. Lyons 的一个漂亮证法. 如果 S 是无限网络, 那么物理意义上的电路是不存在
了, 谈论电流是没有意义的. 但是流依然可以定义.
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定义 4.5.6 边 E 上的反对称函数 j 称为是 a 到无穷远的一个正流, 如果存在常数
c > 0 使得对任何 x ∈ S, 有 ∑

y∼x

j(x,y) = c1{a}(x).

定义 j 产生的能量

E(j) :=
1
2

∑
(x,y)∈E

j(x,y)2r(x,y).

下面定理实际上是一个充要条件, 对我们来说, 充分性就够了, 必要性留给读者.

定理 4.5.10 (T. Lyons, 1983) 如果存在一个从任意点 a 到无穷远处的能量有限的

正流, 那么电路图对应的马氏链暂留.

证明. 取 Sn 是递增到 S 的有限子集列, Bn := Scn, a ∈ S1. 用 in 表示在 a 和 Bn 间

加电压产生的从 a 流入的单位电流, 那么 Reff(a,Bn) = E(in), 因此马氏链暂留当且
仅当 supn E(in) < ∞. 如果 j 是一个从任意点 a 到无穷远处的能量有限的单位流,
那么 j 是从 a 到 Bn 的单位流, 由 Thompson 定律, E(in) 6 E(j) < ∞.

练习 4.5.11 证明: 上面定理结论的逆也成立.

例 4.5.5 Polya 定理: Zd 上简单随机游动当 d = 3 暂留. 对任何边 (x,y), vxy =

(x + y)/2, Sxy 表示以 vxy 为中心, 垂直于 (x,y) 且边与坐标轴平行的单位正方形.
定义 j(x,y) 为 Sxy 在原点为中心的单位球面上径向投影的面积, 并赋予它和向量
y− x 与 vxy 内积相同的符号, 即 |y|− |x| 的符号. 简单的几何观察说明当 x 6= 0 时,∑

y∼x j(x,y) = 0; 而
∑

y∼0 j(0,y) 等于单位球面面积. 因此 j 是原点到无穷远的一

个正流. 此外 j 产生的能量

E(j) =
1
2
∑
(x,y)

j(x,y)2 =
1
2
∑
n

∑
n6|x|<n+1

∑
y∼x

j(x,y)2,

当 |x| > n, y ∼ x 时, |vxy| > n − 1/2, 有 j(x,y) 6 1/(n − 1/2)2. 另外, 存在一个常
数 B 使得夹在半径为 n 与 n+ 1 两球间的格点个数不超过 Bn2. 因此

E(j) 6 3
∑
n

(n− 1/2)−4Bn2 < ∞,

即 j 是能量有限的流, 故而对应的链是暂留的.
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练习 4.5.12 上面的例子需估计夹在两球间格点个数, 这不容易.

1. 令 an = |{x ∈ Z3 : n 6 |x| < n + 1}|. 证明: an/n
2 有界; (*) 问它是否收敛?

若是, 求极限.

2. 如果上述估计有困难, 可以换个思路. 令 ‖x‖ = max(|x1|, |x2, |x3|), 求 {x ∈ Z3 :

‖x‖ = n}|, 然后证明 j 的能量有限.

练习 4.5.13 1. 用 Tk 表示每个顶点都有 k 个后代的正则树, 在除去根外的每个
顶点, 它往 parent 跳的概率是 p 往每个 child 跳的概率是 q/k. 求 p 为何值

时, 该马氏链是暂留的？

2. 证明: 平面上的六角形 (蜂窝) 格点网络和三角形网络上的简单随机游动是常
返的.

练习 4.5.14 (*)图 G上两点距离是指两点间最短路径的长度. 考虑具有顶点 {0, 1}n

的超正方体上的简单电网, 证明: Reff(a,b) 是 a,b 间距离的递增函数.

练习 4.5.15 给定一个电路图 (S, r), X 是对应的马氏链, a ∈ S, Z ⊂ S, a 6∈ Z. 对
任何 x,y ∈ S, x ∼ y, 用 Sxy 表示 X 在碰到 Z 之前从 x 转移到 y 的次数, 即
Sxy :=

∑
n>0 1{Xn=x,Zn+1=y,n<τ}, 其中 τ 是 Z 的首中时. 证明: 如果在 a 和 Z 间

加电压形成一个 a 到 Z 的单位电流 i, 那么 Ea(Sxy − Syx) = i(x,y).

练习 4.5.16 证明: 有效电导的极限 limn Ceff(a,Scn) 与递增到 S 的子集列 {Sn} 的

选取无关, 它是否大于零与 a 的选取无关.

练习 4.5.17 设 Z2 是平面上整数格点, 取 H = {(x,y) ∈ Z2 : |x| 6 1, |y| 6 1} 以及
S = H, 每个边的电阻是 1. 令 A = {(x,y) ∈ S : |x| = 2}, B = {(x,y) ∈ S : |y| = 2}. 求
P(1,0)(TA < TB).
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最后一章将介绍泊松过程和布朗运动, 它们是最基本的连续时间随机过程模型.
两类随机过程均是平稳独立增量过程, 泊松过程的增量服从参数与时长成比例的泊
松分布, 而布朗运动的增量是期望为零方差与时长成比例的正态分布. 两个随机过
程有相似的地方, 也有本质的差别, 泊松过程的轨道是整数值的阶梯式函数, 而布朗
运动的轨道是非常粗糙的连续函数.

5.1 泊松过程的定义与性质

随机变量 X 服从参数为 λ 的泊松分布是指

P(X = k) = e−λ λ
k

k! , k > 0.

为了方便用 pλ(k) 表示这个概率. 泊松分布表达某一个时间段内事件发生的数量,
例如到某个服务点的人数, 某个地方发生地震的次数等等. 泊松分布与正态分布的
来历都不是自然的, 它们来自自然界中本不存在的无限. 正态分布来自中心极限, 泊
松分布来自二项分布的极限. 设 λ > 0, X(n)

1 , · · · ,X(n)
n 是取值 0, 1 的 Bernoulli 随

机序列, P(X(n)
j = 1) = λ

n
, 那么直观地说, 成功次数 Yn :=

∑n
j=1 X

(n)
j 依分布收敛于

参数为 λ 的泊松分布. 前面讲的随机过程实际上是随机序列, 也就是离散时间的随
机过程. 在本章中, 我们考虑连续时间随机过程.

定义 5.1.1 设 X = (Xt)t>0 是一个随机过程.

(1) 如果对任何 0 6 t1 < t2 < · · · < tn, 有 Xtn − Xtn−1 , · · · ,Xt2 − Xt1 ,Xt1 独立,
则称 X 为独立增量过程.

(2) 如果对任何 t, s > 0, Xt+s − Xs 与 Xt − X0 同分布, 则称 X 为平稳增量过程.

85
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如果 X 既是独立增量又是平稳增量过程, 那么称为平稳独立增量过程.

我们要注意时间连续和时间离散所导致的不同. 首先, 随机游动是离散时间的
平稳独立增量过程, 它是独立同分布随机序列的和序列. 但是连续时间的平稳独立
增量过程, 它不是像随机游动那么容易构造. 其次连续时间的随机过程的样本轨道
是区间上的函数,比离散时间的随机序列的样本轨道有更多的性质可以讨论,例如连
续性, 光滑性等.

定义 5.1.2 设 λ > 0. 随机过程 N = (Nt : t > 0) 被称为泊松过程, 如果它满足:

(1) N0 = 0 a.s.;

(2) 是平稳独立增量过程;

(3) 对任何 t > s > 0, Nt −Ns 服从 λ(t− s) 的泊松分布;

(4) 轨道右连续.

最后一个是轨道右连续性, 连续时间随机过程是右连续 (或者连续) 是指其几乎
所有样本轨道右连续 (或者连续). 我们将在下一节证明泊松过程的存在性, 这里先
假设它存在. 从定义看出 Nt −Ns 是非负整数, 所以我们自然地认为 Nt 是个取非

负整数值且关于 t 递增. 要注意, 这个结论并不能被证明. 因为上面的结论是对固定
的 t, s 几乎肯定的, 它不能保证样本轨道 t 7→ Nt(ω) 是取非负整数值且关于 t 递增

的函数. 但在轨道右连续的假设下, 我们的确有这个结论.

引理 5.1.1 存在概率 1 的事件 Ω0 使得对任何 ω ∈ Ω0, Nt(ω) 是一个零点为零的

取非负整数值的递增右连续且有左极限的函数.

证明. 由定义以及概率的性质得知, 存在一个零概率集, 在其外保证 N0 = 0, 轨道右
连续, 且对所有非负有理数 t > s, Nt −Ns 是非负整数. 现在, Ω0 是此概率集的补

集, 因此, 对 ω ∈ Ω0, t 7→ Nt(ω) 在非负有理数上是零点为零的取非负整数值的递

增函数. 由右连续性推出引理结论.

由上面的引理知, 泊松过程的几乎所有样本轨道在任何有限时间内只有有限个
跳跃, 将跳跃依次记为 S1,S2, · · · ,Sn, · · · , 也称为更新时间. 在跳跃点 Sn 上, 跳跃
度为 NSn

−NSn−, 是正整数. 下面我们证明跳跃度只能是 1.

引理 5.1.2 P(NSn
−NSn− > 2) = 0.
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只需验证 P(NSn
−NSn− > 2, 0 < Sn 6 1) = 0. 实际上, 对任何 m > 1, 由独立

增量性

P(NSn
−NSn− > 2, 0 < Sn 6 1) =

m∑
j=1

P
(
NSn

−NSn− > 2,Sn ∈ (
j− 1
m

, j

m
]

)

6
m∑
j=1

P
(
N j

m
−N j−1

m
> 2
)

= mP
(
N 1

m
> 2
)

,

当 m → +∞ 时右边趋于零, 推出结论.
再令 Tn 是跳跃 (或更新) 间隔时间, Tn := Sn − Sn−1, n > 1.

定理 5.1.1 {Tn : n > 1} 是独立同分布的, 且都服从参数为 λ 的指数分布.

证明. 先计算 (S1,S2, · · · ,Sk) 的联合分布, 显然它的值域是

G := {(y1, · · · ,yk) ∈ Rk : 0 < y1 < · · · < yk}.

考虑矩形 (s1, t1] × (s2, t2] × · · · × (sk, tk] ⊂ G, 则 0 < s1 < t1 < s2 < t2 < · · · <
sk < tk. 一个重要的观察是 s1 < S1 6 t1 < s2 < S2 6 t2 < · · · < sk < Sk 6 tk 当且

仅当 Ns1 = 0,Nt1 −Ns1 = 1,Ns2 −Nt1 = 0, · · · ,Nsk
−Ntk−1 = 0,Ntk −Nsk

> 1.
然后由独立增量性质推出

P((S1, · · · ,Sk) ∈ (s1, t1]× · · · × (sk, tk])

= P(Ns1 = 0)P(Nt1 −Ns1 = 1) · · ·P(Nsk
−Ntk−1 = 0)P(Ntk −Nsk

> 1)

= e−λ(s1+s2−t1+···+sk−tk−1) · (t1 − s1) · · · (tk−1 − sk−1)

· λk−1e−λ(t1−s1+···+tk−1−sk−1)(1 − e−λ(tk−sk))

= λk−1(t1 − s1) · · · (tk−1 − sk−1)(e−λsk − e−λtk)

=

∫
(y1,··· ,yk)∈(s1,t1]×···×(sk,tk]

λke−λykdy1 · · · dyk,

另外由 G 中的矩形生成的 σ-代数恰是 G 上的 Borel 代数, 故随机向量 (Sj : 1 6 j 6
k) 的分布密度函数是

p(y1, · · · ,yk) = λke−λyk1{06y1<···<yk}. (5.1.1)
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现在我们来计算 (T1, · · · , Tk) 的联合分布, 对于 t1, · · · , tk > 0,

P(T1 > t1, · · · , Tk > tk)

= P(S1 > t1,S2 − S1 > t2, · · · ,Sk − Sk−1 > tk)

=

∫
y1>t1,y2−y1>t2,··· ,yk−yk−1>tk

λke−λykdy1 · · · dyk

= e−λt1e−λt2 · · · e−λtk ,

这证明了首先每个 Tn 都服从参数为 λ 的指数分布, 其次 {Tn} 是相互独立的.

练习 5.1.1 请考虑是否可以避开 (Sn) 直接证明间隔时间 T1, T2 是独立同分布且指

数分布的. 提示: 先想一想有没有自己的思路, 如果没有, 那么仿照引理 5.1.2的证明
中细分时间的方法计算 {T1 > t1, T2 > t2} 的概率.

练习 5.1.2 设 ξn : n > 1 是 01 值的 Bernoulli 随机序列, S0 = 0,Sn =
∑n

j=1 ξj. 对
任何 t > 0, 定义 Xt := inf{n > 0 : Sn > t}. 求 Xt 的分布与期望.

练习 5.1.3 设 N = (Nt) 是参数为 λ 的泊松过程, (Xn : n > 1) 是独立同分布且与
N 独立的随机序列, 分布函数为 F. 令

Yt :=

Nt∑
n=1

Xn.

证明 (Yt) 也是平稳独立增量过程并求 Yt 的分布.

练习 5.1.4 阶梯函数是指存在递增趋于无穷的正数列 (an) 使得函数在任何区间

[an−1,an) 上是常数, 其中 a0 = 0. 设 Y = (Yt) 是一个几乎所有样本轨道是从零出

发的阶梯函数的平稳独立增量过程.

1. 令 T1 = inf{t > 0 : Yt 6= 0}, 证明: T1 是指数分布的.

2. 令 X1 = Y(T1), 证明: X1 与 T1 独立.

(*) 由此猜测该过程是怎样演变的.

练习 5.1.5 Sn − Sn−1 是 n 个更新间隔时间, 而 SNt+1 − SNt
称为跨越 t 时刻的更

新间隔时间, 因为 SNt+1 > t > SNt

1. 证明: SNt+1 − t 与 t− SNt
独立.
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2. 求以上两个随机变量的分布.

3. 求 SNt+1 − SNt
= TNt+1 的分布与期望.

4. 设 Gn = σ(Tj : j 6 n), 证明: Nt + 1 是 (Gn) 停时, 而 Nt 不是.

下面我们来构造泊松过程. 从前一节我们看到, 泊松过程的跳跃间隔时间是独
立同分布的且是指数分布的, 因此我们从这个性质来反向构造泊松过程. 设有概率
空间 (Ω,F,P) 和独立同分布随机序列 {Tn : n > 1}, 它们的分布是参数为 λ 的指数

分布. 定义 S0 := 0,Sn :=
∑n

j=1 Tj, 再定义

Nt := inf{k > 0 : Sk+1 > t} = sup{k > 0 : Sk 6 t},

即 Nt = k 当且仅当 Sk 6 t < Sk+1, 显然是右连续的. 这里的 N 称为 (Sn) 诱导的

计数过程.

定理 5.1.2 该过程 N = (Nt) 是参数为 λ 的 Poisson 过程.

这个定理看起来很显然, 我们已经看到泊松过程的跳跃间隔时间是独立同分布
的指数分布序列, 反之, 这样一个序列 S = (Sn) 显然唯一地定义了一个随机过程

N = (Nt), 因此这个过程只可能是泊松过程. 实际上不是这么简单, 如果我们知道泊
松过程存在,那么可以以此证明上面构造的过程与泊松过程同分布,但现在泊松过程
的存在是个问题, 所以前面的计算本质上是不可靠的. 因此要证明上面的定理, 需要
计算 N 的有限维分布.

首先, 从 (Tn) 出发容易验证 (S1, · · · ,Sn) 的联合密度是由 (5.1.1) 给出, 由此获
得下面密度.

引理 5.1.3 设 1 6 k1 < k2 < · · · < kn, 则 (Sk1 , · · · ,Skn
) 的联合密度是

n∏
j=1

(yj − yj−1)
kj−kj−1−1

(kj − kj−1 − 1)! λkne−λyn1{06y1<···<yn},

其中 y0 = 0,k0 = 0.

然后对 0 < t1 < · · · < tn, 0 6 k1 6 k2 6 · · · 6 kn, 因为 Ntj = kj 等价于

Skj
6 tj < Skj+1, 所以可以推出下面的引理.

引理 5.1.4 如上

P(Ntj = kj, 1 6 j 6 n) = pλt1(k1)pλ(t2−t1)(k2 − k1) · · ·pλ(tn−tn−1)(kn − kn−1).
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这是泊松过程的有限维分布.

当 n = 1 时, 利用前一个引理得

P(Nt = k) = P(Sk 6 t < Sk+1)

=

∫ ∫
y16t<y2

yk−1
1

(k− 1)!λ
k+1e−λy2dy1dy2 =

(λt)k

k! e−λt.

练习 5.1.6 完成引理中 n = 2 的证明. (*) 完整的证明留给读者. 提示: 这里提
供另外一个思路. 定义过程 N ′

t := Nt+t1 − Nt1 , t > 0, 与 t1 开始的更新时间

S ′
n := SNt1+n − t1, n > 1. 完成以下工作 (1) N ′ 是 (S ′

n) 诱导的计数过程. (2) 计算
Nt1 与 (S ′

j : 1 6 j 6 n) 的联合分布. 最终推出 (S ′
n) 与 Nt1 独立且与 (Sn) 同分布.

在上面的构造中, 如果我们只要求 (Tn) 是独立同分布的非负随机序列, 那么随
机过程也一样可以定义.

定义 5.1.3 当 (Tn) 是独立同分布的非负随机序列时, (Sn) 是其部分和序列, 它所诱
导的计数过程 N = (Nt) 称为 (间隔时间分布为 F 的) 更新过程.

显然更新过程的分布由 Tn 的分布函数 F 唯一决定. 当且仅当 F 是指数分布时,
N 是泊松过程. 不仅如此, 只要 N 是独立增量过程或者设置是马氏过程, F 必是指
数分布.

练习 5.1.7 设 {ξn : n > 1} 独立同分布且服从 [0, 1] 上均匀分布, S 与之独立且服从
参数为 λ 的泊松分布. 定义

N(s, t] :=
S∑

n=1
1{s<ξn6t}, 0 6 s < t 6 1.

再令 Nt = N(0, t]. 证明: N = (Nt) 是时间 0 6 t 6 1 上的泊松过程, 然后请思考怎
么才能得到完整的泊松过程. 提示: 先证明 N 满足泊松过程定义中的 2,3 当且仅当
对任何实数 x1, · · · , xn 有

E

exp

−

n∑
j=1

xnN(tj−1, tj]


 = exp

−λ

n∑
j=1

(tj − tj−1)(1 − e−xj)

 .

5.2 布朗运动的定义与构造

如果数学概念有血统的话, 那么布朗运动绝对有辉煌的血统. 1827 年，英国生
物学家 R.Brown 观察到一种他难以解释的现象: 花粉在完全静止的液体表面仍然
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会呈现无休止不规则的运动. 这引起了许多科学家的兴趣，提出了各种不同的解释。
1905 年，物理学家爱因斯坦用统计物理学的方法推导出了热传导现象的数学描述，
他认为热传导是由于物质内部的原子或分子之间不规则的碰撞而导致的，还具体地

给出了热传导的转移密度函数。布朗运动也可以由原子或分子对于花粉的不规则的

碰撞来进行解释，数学家因此把花粉运动抽象为一个具有热传导转移函数的连续轨

道的随机过程。1921 年, 数学家, 控制论创始人 N.Wiener 证明了具有这样的随机过
程的存在性. 自此之后，布朗运动一直是概率论中最重要的一个随机过程.

布朗运动也是平稳独立增量过程, 但它的增量服从正态分布.

定义 5.2.1 随机过程 B = (Bt : t > 0) 被称为标准 Brown 运动, 如果它满足

(1) B0 = 0 a.s.;

(2) 是平稳独立增量过程;

(3) 对任何 t > s > 0, Bt − Bs ∼ N(0, t− s);

(4) 轨道连续.

定义中有四个条件, (1) 表示从零出发, 不是本质的. 如果没有它, 就称为布朗运
动, 这时 B0 未必是正态分布, 但 (Bt −B0) 是与 B0 独立的标准布朗运动. 在本教材
中, 一般都是指标准的. (1)(2)(3) 决定了该随机过程的有限维分布, 也决定了分布;
条件 (3) 更一般地应该是 Bt − Bs ∼ N(0,σ2(t − s)), 其中 σ 理解为介质系数, 或者
扩散系数.

我们先来构造满足前 3 条的随机过程 (称为预布朗运动), 最后用 Wiener 的思
想证明这个过程有连续修正. 预布朗运动通常有两种办法构造, 一是假设预布朗运
动的存在来找到相容的有限维分布族, 然后应用 Kolmogorov 的相容性定理; 二是
下面我们采用的更有趣的方法: 通过 Gauss 过程构造预布朗运动. 一个随机过程
X = (Xt : t > 0) 称为 Gauss 过程, 如果它的任何有限维分布是 Gauss 分布 (即正态
分布). 该 Gauss 过程称为中心化的, 如果对任何 t, EXt = 0.

设 X 是一个中心化的 Gauss 过程. 令 c(t, s) := E(XtXs), s, t > 0, 称为过程的
协方差函数. 因为协方差矩阵唯一决定 Gauss 分布, 所以协方差函数唯一决定中心
化 Gauss 过程的分布.

定理 5.2.1 B = (Bt) 是预布朗运动当且仅当它是一个中心化 Gauss 过程且协方差
函数为 E(BtBs) = s∧ t.
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证明. 设 (Bt) 是预布朗运动. 首先, EBt = E(Bt − B0) = 0. 其次, 因为对任何
0 < t1 < t2 < · · · < tn, Btj − Btj−1 , j = 1, · · · ,n 独立且是 Gauss 分布的, 所
以 (Bt1 , · · · ,Btn) 也是 Gauss 分布的. 因此 B 是 Gauss 过程. 最后, 当 t > s 时,
E(BtBs) = E[(Bt − Bs)Bs] + E(B2

s) = s.
反之设 (Bt) 是定理中所说的 Gauss 过程. 则增量的分布也是 Gauss 的且增量

的协方差当 j < k 时为

E(Btj − Btj−1)(Btk − Btk−1) = tj − tj−1 − tj + tj−1 = 0.

因此增量必定是独立的, 说明 (Bt) 是预布朗运动.

有一个很巧妙的方法可以构造 Gauss 过程. 取 H = L2[0,∞), [0,∞) 上的平方

可积函数全体, 内积为
〈f,g〉 =

∫∞
0

f(t)g(t)dt.

再取一个概率空间 (Ω,F,P) 及其上的独立随机序列 (Zn : n > 1), 都服从标准正态
分布, 这样的随机序列存在性是由概率论课程所保证的. 现在 H 是一个 Hilbert
空间, 取一个标准正交基 (en : n > 1). 任何一个函数 f ∈ H 都有表示 f =∑

n>1 〈f, en〉en. 定义
X(f) :=

∑
n>1

〈f, en〉Zn,

右边在 L2-意义下收敛. 因为右边是独立 Gauss 序列的和, 所以必然也是 Gauss 分
布的, 且

E[X(f)X(g)] =
∑
n>1

〈f, en〉〈g, en〉 = 〈f,g〉, f,g ∈ H.

练习 5.2.1 对任何 fj ∈ H, 1 6 j 6 n, 随机向量 (X(fj) : 1 6 j 6 n) 是 Gauss 分布
的.

对任何 t > 0, 定义 Xt := X(1[0,t]). 显然 (Xt) 是中心化的 Gauss 过程且

E(XtXs) = 〈1[0,t], 1[0,s]〉 = t∧ s.

定理 5.2.2 过程 (Xt) 是一个预布朗运动.

过程 (Xt) 还不是布朗运动, 我们将证明它有个修正是布朗运动.

定义 5.2.2 过程 (Yt) 称为是过程 (Xt) 的修正, 如果当任何 t > 0, P(Xt = Yt) = 1.
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修正不改变分布.

练习 5.2.2 证明 (1) 如果 Y = (Yt) 是 X = (Xt) 的修正, 则它们同分布. (2) 如果 X

是预布朗运动, 则其修正也是预布朗运动.

定理 5.2.3 (N. Wiener) 标准 Brown 运动存在.

证明. 假设概率空间 (Ω,F,P) 及其上的预布朗运动 X = (Xt). 我们要修正 X 使得

它连续. 下面的矩等式是显然并关键的

E|Xt − Xs|
2k = (2k− 1)!!|t− s|k. (5.2.1)

定义

H =

∞⋃
N=1

∞⋂
l=1

∞⋃
n=l

N2n⋃
j=1

(∣∣∣X j
2n

− X j−1
2n

∣∣∣ > 1
2n/8

)
=

∞⋃
N=1

lim
n

AN
n ,

其中

AN
n =

N2n⋃
j=1

(∣∣∣X j
2n

− X j−1
2n

∣∣∣ > 1
2n/8

)
,

我们将证明 P(H) = 0.
应用 Chebyshev 不等式及矩等式 (5.2.1) (k = 2),

P
(∣∣∣X j

2n
− X j−1

2n

∣∣∣ > 1
2n/8

)
= P

(∣∣∣X 1
2n

∣∣∣ > 1
2n/8

)
6
(

2n/8
)4

E
∣∣∣X 1

2n

∣∣∣4 =
(

2n/8
)4

3
(

1
2n

)2
= 3 · 2−3n/2,

那么

P(AN
n ) 6 3N2n2−3n/2 = 3N2−n/2,

由 Borel-Cantelli 引理推出对任何 N 有 P(limn AN
n ) = 0. 由此推出

P(H) 6
∑
N

P(lim
n

AN
n ) = 0,

即 P(Hc) = 1. 另一方面, 由 De Morgan 律

Hc =

∞⋂
N=1

∞⋃
l=1

∞⋂
n=l

N2n⋂
j=1

{
ω :

∣∣∣X j
2n

(ω) − X j−1
2n

(ω)
∣∣∣ < 1

2n/8

}
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因此, 若 ω ∈ Hc, 则对任何 N, 存在 l 使得对任何 n > l 与 j = 1, · · · ,N2n 有∣∣∣X j
2n

(ω) − X j−1
2n

(ω)
∣∣∣ < 1

2n/8 .

对 n > 1, 令 Dn = { j
2n : j ∈ Z+}, 第 n 层二分点, D 是所有 Dn 的并. 显然 D 是

R+ 的可数稠子集. 我们因此可以作为一个分析习题证明对任何 ω ∈ Hc, Xt(ω)|D

作为 D 上的函数在任何有界区间上一致连续. 由此推出它有唯一的连续延拓, 用
(Bt(ω), t > 0) 表示. 也就是说, 对任何 t > 0,

Bt(ω) = lim
s∈D→t

Xs(ω), ω ∈ Hc.

若 ω ∈ H, 定义 Bt(ω) = 0. 由定义, (Bt)t>0 是连续轨道的随机过程, 且对任何
t > 0, 当 D 中的 s 趋于 t 时, 得 Xs

a.s.−→Bt, 再由矩等式推出它 L2 收敛于 Xt. 因此
(Bt)t>0 是 X 的修正, 推出它是标准 Brown 运动.

我们需要一个分析结果以证明 (Xt(ω) : t ∈ D ∩ [0,n]) 对任何 n 一致连续.

练习 5.2.3 设 α > 0 且 f 是 D 上的函数满足对任何 N, 存在 l 使得对任何 n > l

与 j = 1, · · · ,N2n 有 ∣∣∣∣f( j

2n ) − f(
j− 1
2n )

∣∣∣∣ 6 ( 1
2n

)α

.

那么对任何 n > 0, 存在常数 Cn 使得对任何 s, t ∈ D ∩ [0,n],

|f(s) − f(t)| 6 Cn|s− t|α,

即 f 是 α-阶 (局部) Hölder 连续的.

练习 5.2.4 上面的证明说明布朗运动的几乎所有轨道是 1/8-阶 Hölder 连续的. 适
当地修改证明, 证明对任何 α < 1/2, 布朗运动的几乎所有轨道是 α-阶 Hölder 连续
的.

5.3 简单性质

布朗运动的轨道有自相似性, 即把它时间和空间按适当比例缩小放大仍然是布
朗运动. 设 B = (Bt) 是标准布朗运动.

定理 5.3.1 对任何 c 6= 0, 则 (c−1Bc2t : t > 0) 也是标准布朗运动.
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事实上, 设 Xt := c−1Bc2t. 则 (Xt) 仍然是连续的中心化 Gauss 过程且

E(XtXs) = E(c−1Bc2tc
−1Bc2s) = c−2(c2t)∧ (c2s) = t∧ s.

因此 X 也是标准布朗运动.

定理 5.3.2 (tB1/t : t > 0) 是标准布朗运动.

令 Xt := tB1/t, t = 0 时过程需补充定义为零. 类似地, 它是除零点连续的中心
化 Gauss 过程且

EXtXs = E(tB1/t · sB1/s) = ts(1/t∧ 1/s) = t∧ s.

最后需要证明 X 在零点连续. 因为 X 显然是预布朗运动, 所以它有一个连续修正是
标准布朗运动, 而该修正的轨道当 t > 0 时就是 X 的轨道, 因此 X 和其修正是一致

的.
简单对称随机游动 X = (Xn) 有反射原理, 设 a,b 是正整数, 则 Xn = a − b 且

n 之前访问过 a 的概率等于 Xn = a + b 的概率. 用 τ 表示 X 首次访问 a 的时间,
则反射原理是

P(τ < n,Xn = a− b) = P(Xn = a+ b).

证明的思想是这样的, 将碰到 a 且 Xn = a − b 在 τ 处将之后的轨道关于高度 a 反

射, 得到的轨道必然是 Xn = a + b, 这样的反射是一一对应的, 因此结论成立. 反射
原理也可以写成 P(τ < n,Xn < a) = P(Xn > a). 布朗运动的反射原理是类似的.
严格的证明要用到强马氏性, 省略.

定理 5.3.3 设 a > 0, τ 是布朗运动首中 a 的时间, 则对于 t > 0,

P(τ < t,Bt < a) = P(Bt > a).

反射原理的作用是计算 τ 的分布. 注意到 {Bt > a} ⊂ {τ < t}, 故有

P(τ < t) = P(τ < t,Bt < a) + P(τ < t,Bt > a)

= 2P(Bt > a) = 2P(B1 > a/
√
t)

=

∫∞
a/

√
t

2√
2π

e−
x2
2 dx.
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特别地, 当 t 趋于无穷时, P(τ < ∞) = 2P(B1 > 0) = 1, 即布朗运动在有限时间内必
然访问 a, 由对称性, 它在有限时间内必然访问任何状态, 这个性质称为点常返. 另
外, τ 的密度函数是

p(t) =
a√
2πt3

exp(−a2

2t ).

练习 5.3.1 验证 τ 是随机变量. 求 E(e−sτ).

5.4 轨道性质

在这一节中, 我们将讨论 Brown 运动的样本轨道, 证明几乎所有样本轨道在任
何区间上都不是有界变差且在任何点都不可导. 设 (Bt)t>0 是一维标准 Brown运动,
D = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = t}是区间 [0, t]的有限划分, m(D) := maxj |tj−tj−1|,
且设

VD =

n∑
j=1

|Btj − Btj−1 |
2

称为 B 在分划 D 上的二次变差, 它是非负随机变量.

定理 5.4.1 VD 的期望 EVD = t 与方差

E
{
(VD − EVD)2

}
= 2

n∑
j=1

(tj − tj−1)
2 .

因此, 对任何 t > 0,

lim
m(D)→0

∑
j

|Btj − Btj−1 |
2 = t in L2(Ω,P).

证明. 根据 (5.2.1),

EVD =

n∑
j=1

E|Btj − Btj−1 |
2 =

n∑
j=1

(tj − tj−1) = t .

为证明第二个公式, 我们如下计算

E
{
(VD − EVD)2

}
= E


 n∑

j=1
|Btj − Btj−1 |

2 − t

2
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= E


 n∑

j=1

(
|Btj − Btj−1 |

2 − (tj − tj−1)
)2

=

n∑
j=1

E
[(
|Btj − Btj−1 |

2 − (tj − tj−1)
)2
]

=

n∑
j=1

E
[
|Btj − Btj−1 |

4 − 2(tj − tj−1)|Btj − Btj−1 |
2 + (tj − tj−1)

2]
=

n∑
j=1

[
3(tj − tj−1)

2 − 2(tj − tj−1)
2 + (tj − tj−1)

2] = 2
n∑

j=1
(tj − tj−1)

2,

上面第三个等号是因为独立增量. 因此

E

∑
j

|Btj − Btj−1 |
2 − t

2

= 2
n∑

j=1
(tj − tj−1)

2 6 2tm(D),

推出定理最后的结论.

上面的收敛是依概率收敛. 但若定理中的分划取得更好的话, 上面的收敛可以
变成是几乎处处的.

定理 5.4.2 (1) 对任何 t > 0, 当 n 趋于无穷时, 以概率 1 有

2n∑
j=1

(
B j

2n t − B j−1
2n t

)2
−→ t. (5.4.1)

(2) Brown 运动的几乎所有样本轨道在区间 [0, t] 上变差无限.

证明. (1) 设 Dn 是 [0, t] 上的二分点分划

Dn = {0 =
0

2n t <
1

2n t < · · · < 2n
2n t = t} .

且用 Vn 表示 VDn
. 那么, 按引理 Lemma 5.4.1, EVn = t and

E |Vn − EVn|
2 = 2

2n∑
l=1

(
l

2n t−
l− 1
2n t

)2
= 2n+1

(
1

2n t

)2
=

1
2n−1 t

2 .

因此由 Markov 不等式,

P
{
|Vn − EVn| >

1
n

}
6 n2E |Vn − EVn|

2 =
n2

2n−1 t
2
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故而 ∞∑
n=1

P
{
|Vn − EVn| >

1
n

}
= t2

∞∑
n=1

n2

2n−1 < +∞ .

这样由 Borel-Cantelli 引理得 Vn → t 几乎处处收敛.
(2) 对任何 n > 1,

2n∑
j=1

∣∣∣B j
2n t − B j−1

2n t

∣∣∣2 6 sup
j

∣∣∣B j
2n t − B j−1

2n t

∣∣∣ · V ′
t,

其中左边的极限是 1, 因为布朗运动在闭区间上的一致连续, 右边第一项趋于零, 第
二项 V ′

t 是布朗运动的轨道在 [0, t] 上的全变差. 因此 (1) 的结论以及上面的不等式
迫使 V ′

t = ∞.

练习 5.4.1 证明: 布朗运动的几乎所有样本轨道在任何区间上变差无限.

练习 5.4.2 证明: 当 α > 1/2 时, 布朗运动不是 α-阶 Hölder 连续的. 那么布朗运动
是不是 1/2-阶 Hölder 连续呢?

练习 5.4.3 设 D = (ti) 是区间 [0, t] 上的划分. 求 E (
∑n

i=1 Bti−1(Bti − Bti−1))
2 与

E (
∑n

i=1 Bti(Bti − Bti−1))
2 当 D 趋于零时的极限.

下面的定理是布朗运动的另外一种轨道性质.

定理 5.4.3 Brown 运动的几乎所有样本轨道是无处可导的.

证明. 只需证明 Brown运动在 [0, 1]区间上无处可导就足够了. 一个 [0, 1]上的连续
函数 y = f(t) 在某点 t0 可导是指极限

lim
h→0

f(t0 + h) − f(t0)

h

存在, 如果是这样的话, 那么一定存在 c > 0 与 δ > 0, 使得当 |h| < δ 时有

|f(t0 + h) − f(t0)| 6 c|h|.

因此, 当 n 充分大时, 区间 (t0 − δ, t0 + δ) 中可以有至少四个 (为什么四个?) 形如
j/n 的点, 也就是说, 存在 1 6 j 6 n− 3 使得

j

n
, j+ 1

n
, j+ 2

n
, j+ 3

n
∈ (t0 − δ, t0 + δ) 且

j+ 1
n

6 t0 <
j+ 2
n

.
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这样, 四个点到 t0 的距离都不超过 2/n. 因此, 对 i = j, j+ 1, j+ 2 有∣∣∣∣f( i+ 1
n

)
− f

(
i

n

)∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣f( i+ 1
n

)
− f(t0)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(t0) − f

(
i

n

)∣∣∣∣ 6 4c
n

.

用 D 表示函数 t 7→ Bt(ω) 在某个 t ∈ [0, 1] 处可导的 ω ∈ Ω 的全体, 那么

D ⊂
∞⋃

c=1

∞⋃
l=1

⋂
n>l

n−3⋃
j=1

j+2⋂
i=j

{∣∣∣∣B( i+ 1
n

)
− B

(
i

n

)∣∣∣∣ 6 c

n

}
.

令

Dn =

n−3⋃
j=1

j+2⋂
i=j

{∣∣∣∣B( i+ 1
n

)
− B

(
i

n

)∣∣∣∣ 6 c

n

}
,

由 Brown 运动的性质得

P(Dn) 6 n

(
P
{∣∣∣∣B( 1

n

)∣∣∣∣ 6 c

n

})3
= n

(
P
{
|B(1)| 6 c√

n

})3

= n

(
2√
2π

∫ 2c√
n

0
e−

x2
2 dx

)3

< n

(
2c√
n

)3
−→ 0.

这里可以看到在区间 (t0 − δ, t0 + δ) 内找四个点的原因是为了让这个极限是零. 最
后, 由 Fatou 引理,

P(D) 6
∞∑

c=1
P(lim

n
Dn) 6

∑
c>1

lim
n

P(Dn) = 0.

这说明几乎所有样本轨道无处可导.

因为任何处处不可导的函数在任何区间上都不是有界变差的, 所以布朗运动的
几乎所有轨道在任何区间上都不是有界变差的. 这说明布朗运动的轨道是非常粗糙
的, 任何一段都不会单调, 任何一段的长度都是无穷. 因此人的直觉无法想象它是怎
样的粗糙.

练习 5.4.4 求下面三个随机变量的期望方差.

(1)
∫1

0
Btdt, (2)

∫1

0
B2
tdt, (3) exp

(∫1

0
Btdt

)
.

练习 5.4.5 证明: 当 [0, 1] 上的分划 D 趋于零时, Riemann 和
∑

i ti(Bti −Bti−1) 几

乎处处收敛于某个随机变量 ξ. 求 ξ 的分布.



第五章 泊松过程与布朗运动 100

5.5 马氏性及其应用

泊松过程与布朗运动都是平稳独立增量过程, 平稳独立增量过程有马氏性. 设
有概率空间 (Ω,F,P), 流的定义与离散时间类似, 它就是 F 的一个递增的子 σ-代数
族 (Ft : t > 0). 设 X = (Xt)是随机过程. 对于任何的 t > 0,定义 Ft = σ(Xs : s 6 t),
则 (Ft) 是一个流, 称为 X 的自然流, 通常我们将零概率集加入自然流重新生成流,
称为强化的自然流.

定理 5.5.1 设 X 是从零出发. 则它是平稳独立增量过程当且仅当对于任何的 s > 0,
过程 X ′

t := Xt+s − Xs, t > 0, 是一个与 Fs 独立且与 X 同分布的随机过程.

充分性是显然的, 必要性的证明不难, 对任何 0 < s1 < · · · < sk 6 s, 0 < t1 <

· · · < tn, 以及非负可测函数 f,g, 用平稳独立增量性证明

E(f(Xs1 , · · · ,Xsk
)g(X ′

t1 , · · · ,X ′
tn
)) = E(f(Xs1 , · · · ,Xsk

))E(g(Xt1 , · · · ,Xtn))

就足够了, 剩下的由单调类方法完成.

练习 5.5.1 请完成上述定理的证明.

前面我们用反射原理给出了布朗运动对于 a 6= 0 的首中时的分布, 但这个证明
是不严格的,下面我们将给出强马氏性,然后严格地证明反射原理且证明零点的首中
时等于 0, 并由此证明布朗运动轨道的零点集是测度零的完美集. 为此我们先介绍停
时的概念. 设 B = (Bt) 是标准 Brown 运动, 强化的自然流是 (Ft). 定义其右极限流

Ft+ :=
⋂
u>t

Fu, t > 0,

这在连续时间情况下非常重要.

定义 5.5.1 一个随机时间 τ 称为是 (Ft)-停时, 如果对任何 t > 0, 有 {τ 6 t} ∈ Ft.

显然关于小的流的停时肯定也是大的流的停时. 另外, 注意定义中使用 {τ 6 t}

与使用 {τ < t} 是完全不同的.

引理 5.5.1 对任何 t > 0, {τ < t} ∈ Ft 当且仅当 τ 是 (Ft+) 停时.

如果说 τ 表示某个事件发生的时间, 那么停时是说可以用 t 时刻前的信息来判

断这个事件是否在 t 时刻前发生. 直观地, 首次到达某个集合的时间就应该是停时
了,因为 t时刻前的轨道足以判断它是否碰到过这个集合,而最后一次到达某集合的



第五章 泊松过程与布朗运动 101

时间应该不是停时,因为 t时刻前的轨道无法判断是否是最后.下面我们证明强马氏
性, 注意强马氏性不仅用停时代替时间, 还用右极限流代替自然流. 设 T 是 (Ft+)停

时, 定义
FT+ := {A ∈ F∞ :对任何 t > 0,A ∩ {T < t} ∈ Ft}.

练习 5.5.2 证明: (1) FT+ 是 σ-代数; (2) 若 T ≡ t, 则 FT+ = Ft+. (2) T 是 FT+ 可

测的.

定理 5.5.2 对任何 (Ft+)有限停时 T ,令 B ′
t := Bt+T−BT , t > 0. 则 B ′ = (B ′

t, t > 0)
是一个与 FT+ 独立的标准布朗运动.

证明. 设 Tn 是 T 的离散化, 即

Tn :=
∑
k>1

k

2n 1{(k−1)/2n6T<k/2n}.

则 {Tn = k/2n} ∈ Fk/2n . 取 A ∈ FT+,

E[f(Bt+Tn
− BTn

),A] =
∑
k

E[f(Bt+k/2n − BTn
),A ∩ {Tn = k/2n}]

= E[f(Bt)]
∑
k

P(A ∩ {Tn = k/2n}) = E[f(Bt)]P(A).

让 f 连续且让 n 趋于无穷得 E[f(B ′
t),A] = Ef(Bt)P(A). 同理对任何 0 < t1 < · · · <

tn 与连续函数 f 有

E[f(B ′
t1 , · · · ,B ′

tn
),A] = Ef(Bt1 , · · · ,Btn)P(A).

最后用单调类方法推出对任何 C ∈ BT , P({B ′ ∈ C} ∩ A) = P({B ∈ C})P(A). 完成证
明.

为了应用强马氏性讨论反射原理,我们自然需要证明首中时是停时,这在离散时
间场合几乎不是问题, 但在这里却确实是个问题. 对于任何 A ⊂ R, 定义 A 的首中

时

τA(ω) := inf{t > 0 : Bt(ω) ∈ A}. (5.5.1)

遗憾的时, 如此定义的首中时一般不是停时, 确切地说, 不是 (Ft) 停时. 事实上, 如
果它是, 那么 {τA = 0} ∈ F0 = σ(B0), 即它是否发生由 B0 决定. 按照首中时的定义,
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这显然不对, 所以 τA 一般不可能是 (Ft) 停时. 但是它很可能是 (Ft+) 停时, 因为
τA < t 等价于存在 s < t 使得 Bs ∈ A, 然后利用轨道的连续性, 该事件由可列稠子
集决定, 所以它可能是 Ft 可测的. 我们有下面的结果.

定理 5.5.3 如果 A 是开集或者闭集, 那么 τA 是 (Ft+) 停时.

证明. 因流是强化的, 不妨假设样本轨道总是连续的. 如果 A 是开集, 事情比较简
单. 因为对于连续的轨道, τA < t 当且仅当存在一个有理数 r < t 使得 Br(ω) ∈ A.
因此

{τA < t} =
⋃

r∈Q,r<t

{Br ∈ A},

而后者是一个 Ft 中集合的可列并, 故 {τA < t} ∈ Ft, 因此它是 (Ft+) 停时.
闭集的情况要复杂一些, 我们先验证对任何的 r > 0, 进入时

T := inf{t > r : Bt ∈ A}

是 (Ft) 停时. 因为 A 是闭集且轨道连续, 所以轨道在 T 时的位置 BT 一定在 A 中.
不妨设 r ∈ Q. 当 t > r 时, T 6 t 等价于 {Bs : r 6 s 6 t} 与 A 相交, 再等价于
{Bs : r 6 s 6 t, s ∈ Q} 与 A 的距离等于零, 即

{T 6 t} =

{
inf

s∈[r,t]∩Q
d(Bs,A) = 0

}
∈ Ft.

因此 T 是 (Ft) 停时. 记 Tn := inf{t > 1/n�Bt ∈ A}, 这是一个 (Ft) 的递减停时列

且趋于 τA. 最后我们证明 τA 是 (Ft+) 停时. 事实上 τA < t 当且仅当存在 n 使得

Tn < t.1 因而有 {τA < t} ∈ Ft, 即 τA 是 (Ft+) 停时.

现在设 a > 0, 则 τ = T{a} 是 (Ft+) 停时, 由强马氏性, B ′
t := Bτ+t − Bτ =

Bτ+t − a, t > 0 是与 τ 独立的标准布朗运动. 因此

P(Bt > a) = P(τ < t,Bt > a) = P(τ < t,B ′
t−τ > 0)

= E(P(s < t,B ′
t−s > 0)|s=τ) =

1
2P(τ < t).

这里第三个等号应用 Fubini 定理, 见 §1.1 练习.
1注意这里 < 换成 6 结论不对.
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前面已经看到布朗运动的几乎所有轨道是连续但处处不可导的, 下面我们讨论
布朗运动轨道的零点集, 它定义为

Z(ω) := {t : Bt(ω) = 0},

这是一个随机的集合.

定理 5.5.4 对几乎所有轨道, Z 是闭的没有孤立点且测度为零的集合.

因为 Brown 运动的几乎所有轨道连续, 所以对几乎所有轨道 Z 是闭集. 然后我
们来算 Z 的测度 |Z|, 这是个随机变量, 用 Fubini 定理得

E|Z| = E
∫

1{Bt=0}dt =
∫
P(Bt = 0)dt = 0,

推出几乎所有轨道的零点集是零测度的闭集, 所以 Z 实际上是无处稠的. 最后我们
要证明几乎所有轨道的 Z 没有孤立点. 但证明很是不易. 首先来证明对于几乎所有
轨道, 0 是 Z 的极限点. 这等价于 P(τ0 = 0) = 1.

因为 τ0 是 (Ft+) 停时, 所以 {τ0 = 0} ∈ F0+. 下面我们证明 F0+ 中的事件是平

凡的, 概率是 0 或者 1.
在强马氏性定理中, 特别地, 令 T 恒等于 0, 则 B ′ = B, 上式推出 F∞ 与 F0+ 独

立, 说明 F0+ 是平凡的.

定理 5.5.5 对任何 (Ft+) 停时 T , P(T = 0) 非 0 即 1.

对任何 t > 0 有 P(τ(0,∞) > t) 6 P(Bt 6 0) = 1/2, 推出 P(τ(0,∞) = 0) = 1. 同
理 P(τ(−∞,0) = 0) = 1. 由轨道连续性得 P(τ0 = 0) = 1.

下面我们证明布朗运动在任何两个不同的正实数 a < b 之间只有一个零点的概

率为零, 即
P(Z ∩ (a,b) 仅有一个点) = 0.

事实上, 假设在 (a,b) 有一个零点. 这时 T = inf{t > a : Bt = 0} 是停时且 T < b,
BT = 0, 所以由定理 5.5.2, B ′

t = Bt+T 是一个标准布朗运动. 它的几乎所有轨道在
t = 0 的右侧有无穷多零点, 即 B 在 T 的右侧一定有无穷多零点. 这证明了上面的
结论.

如果 Z 有孤立点, 那么必然存在两个有理数 a,b 使得 Z 与 (a,b) 仅有一个交
点, 即

{Z 有孤立点} ⊂
⋃

a,b∈Q
{Z ∩ (a,b) 仅有一个点}.
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右边是可列个概率零集的并, 所以概率还是零.

5.6 鞅性质及其应用

在这一节中, 我们将讨论 Brown 运动的鞅性质.

定义 5.6.1 给定概率空间 (Ω,F,P), 和流 (Ft)t>0.

1. 一个随机过程 X = (Xt)t>0 称为适应于流 (Ft), 如果对任何 t > 0, 有 Xt 关于

Ft 可测.

2. 一个可积的随机过程 X = (Xt)t>0 称为是关于流 (Ft) 的鞅, 如果 X 适应于

(Ft), 且对任何 t > s > 0 有 E[Xt|Fs] = Xs.

显然, 关于同一个流的鞅是个线性空间. 一个关于某个流是鞅的随机过程一定
关于其自然流是鞅. 在本节中, 当我们讨论布朗运动时, 相关的流是指它的自然流.

定理 5.6.1 (1) 布朗运动 (Bt) 是鞅; (2) 随机过程 B2
t − t, t > 0, 是鞅.

证明. 从上一节开头的定理知道, 独立增量性蕴含着对于 t > s > 0, Bt − Bs 与 Fs

独立, 所以 E(Bt − Bs|Fs) = 0. 这是第一个结论. 证明第二个结论, B2
t − t 可积且关

于 (Ft) 也是适应的, 然后

E(B2
t − B2

s|Fs) = E((Bt − Bs)
2
|Fs) + E(2Bs (Bt − Bs) |Fs)

= E((Bt − Bs)
2) + 2BsE((Bt − Bs) |Fs)

= E (Bt − Bs)
2 = t− s

故而 E(B2
t − t|Fs) = E(B2

s − s|Fs) = B2
s − s, 这证明了 B2

t − t 是一个鞅.

定理 5.6.2 设 B = (Bt)t>0 是 R 上连续随机过程且 B0 = 0. 那么 (Bt)t>0 是一维

标准 Brown 运动当且仅当对任何 ξ ∈ R 与 t > s

E
[
exp (iξ(Bt − Bs))

∣∣∣∣Fs

]
= exp

(
−
(t− s)ξ2

2

)
. (5.6.1)

因此

Mt ≡ exp
(
iξBt +

ξ2

2 t

)
是鞅.
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证明. 我们观察到 (5.6.1) 蕴含着 Bt − Bs 独立于 Fs 且是方差为 t− s 的正态分布.
反过来, 如果 (Bt)t>0 是一维标准 Brown 运动, 那么 Bt −Bs 独立于 Fs, 且 Bt −Bs

是期望零方差 t− s 的正态分布, 故

E
[
exp (iξ(Bt − Bs)〉)

∣∣∣∣Fs

]
= E [exp (iξ(Bt − Bs))] = exp

(
−
(t− s)ξ2

2

)
.

由此推出定理的第二个结论.

实际上, 下面的等式也成立

E {exp (ξ(Bt − Bs)) |Fs} = exp
(
(t− s)ξ2

2

)
.

因此对任何实数 ξ

Mt = exp
(
ξBt −

ξ2

2 t

)
, t > 0,

是一个连续鞅, 称为布朗运动的指数鞅.

定理 5.6.3 (Doob) 如果 M = (Mt) 是连续鞅, τ 是有界停时, 那么 Mτ 可积且

E[Mτ] = E[M0].

这个定理是前面证明过的 Doob-停止定理的连续时间版本, 它的证明却比较复
杂和困难, 首次阅读时可以省略. 基本思想如下, 把停时离散化, 也就是说把 τ 写成

离散时间上停时列的递减极限, 然后应用离散时间下的 Doob 停止定理以及轨道连
续性, 最后期望与极限的交换, 需要 L1 收敛性, 为此需要比控制收敛定理条件更弱
的一致可积性条件.

这个定理, 称为 Doob 停止定理, 在处理停时相关问题时非常有用. 但是在应用
定理之前, 还有一个沟需要跨越, 细心的读者应该注意到了. Brown 运动是独立增量
过程, 所以它以及它的指数鞅都是相对于自然流 (Ft) 的鞅, 但是开集或者闭集的首
中时是关于自然流的右极限流 (Ft+) 的停时, 而 Doob 的停止定理中鞅以及停时被
要求是关于同一个流的, 所以还不能被直接使用. 但是根据定理 5.5.2, Brown 运动
关于流 (Ft+) 也是独立增量过程. 这说明前面所涉及的鞅也是关于流 (Ft+) 的鞅,
Doob 停止定理就可以使用了.

例 5.6.1 设 k ∈ R, a > 0, 定义

Tk,a := inf{t > 0 : Bt = kt+ a},
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即时空平面上的 Brown 运动首次碰到直线 y = kt + a 的时间, 或者漂移 Brown 运
动 (Bt − kt) 首次碰到点 a 的时间. 当 k = 0 时, 它就是 a 的首中时 τa. 当 k > 0
时, 我们来证明

P(Tk,a < ∞) = 1

并计算它的 Laplace 变换.
利用 Brown 运动的数鞅, 应用 Doob 定理

E
[
exp(xBTk,a∧n −

1
2x

2(Tk,a ∧ n))

]
= 1, (5.6.2)

当 x > 0 时 xBTk,a∧n 上有界, 当 n 趋于无穷时应用控制收敛定理得

E
[
exp

(
xBTk,a −

1
2x

2Tk,a

)
1{Tk,a<∞}

]
= 1,

然后让 x ↓ 0,再用控制收敛定理得 P(Tk,a < ∞) = 1. 这时显然有 BTk,a = kTk,a+a,
因此

E
(

e−( 1
2x

2−kx)Tk,a
)
= e−xa,

令 1
2x

2 − kx = s > 0, x 有正解 x = k+
√
k2 + 2s, 故而有

E
[
e−sTk,a

]
= exp(−(k+

√
k2 + 2s)a).

当 k = 0 时, T0,a 就是 a 的首中时 τa, 推出 E[e−sτa ] = e−
√

2sa. 注意这个方法对
a = 0 是无效的.

当 k > 0 时, 我们需要知道 Brown 运动是否一定会碰到直线 y = kt + a, 也就
说需要算概率

P(Tk,a < ∞).

方程 (5.6.2) 依然成立, 但是现在当 n 趋于无穷时不能保证期望内的量的有界性, 因
此无法用控制收敛定理, 但是

xBTk,a∧n 6 x(k(Tk,a ∧ n) + a),

故而

exp(xBTk,a −
1
2x

2Tk,a) 6 exp(xa+ (xk−
1
2x

2)(Tk,a ∧ n)),
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那么 xk − 1
2x

2 < 0, 也就是说 x > 2k 时, 能够保证上面这个量有界了. 让 n 趋于无

穷, 在 {Tk,a < ∞} 上, BTk,a = kTk,a + a, 因此有

E[exp((xk−
1
2x

2)Tk,a); Tk,a < ∞] = e−xa,

然后让 x ↑ 2k, 得
P(Tk,a < ∞) = e−2ka.

练习 5.6.1 继续上例, 证明: 过程 (Tk,a : a > 0) 是平稳独立增量过程.

例 5.6.2 现在取 a < 0 < b, 令

τ := τ{a,b} = τa ∧ τb,

当然 τ 也是停时且有限. 我们先算 Brown 运动先到 a 的概率 P(τa < τb). 因为
B = (Bt) 是鞅, 所以 E[Bτ∧n] = 0, 而 |Bτ∧n| 6 max(−a,b), 让 n 趋于无穷, 得

0 = E[Bτ] = aP(τa < τb) + bP(τa > τb),

P(τa < τb) =
b

b− a
.

再算 τ 的期望, 那需要利用 (B2
t − t) 是鞅的事实, 得 E[B2

τ∧n] = E[τ∧ n], 还是应用
控制收敛定理

E[τ] = E[B2
τ] = E[B2

τ; τa < τb] + E[B2
τ; τa > τb]

= a2 b

b− a
+ b2 −a

b− a
= −ab.

练习 5.6.2 继续上例 (1) 结合强马氏性求 P(τ1 < τ−1 < τ2). (2) 求 E(e−sτ).
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