
第 4章 核方法

4.1 基本思想

在前一章的结尾，我们提到可以通过一组基函数将输入 x映射到一个新的特征空间 φ(x)。
在原始输入空间中线性不可分的问题，经过适当的基函数变换之后，在新的特征空间中就可能
变得线性可分了。然而，为特定任务选择合适的一组基函数并不容易。它通常依赖大量的人工
设计与经验判断，并需要通过反复试验来筛选出有效的特征变换方式。另一种构建模型（或者
构造特征）的思想是，不显式定义基函数，而是计算输入样本与训练集中各样本之间的相似度，
再通过学习一组权重对这些相似度进行加权组合，从而实现拟合或分类。在第一章中简要介绍
过的 K 近邻方法就是基于类似思想下所构建的一种模型，该方法先找出 K 个与输入 x最相似
（或距离最近）的样本，然后将它们的输出取平均作为预测结果。类似地，部分核函数（Kernel

Function）也可以基于样本之间的距离构造，例如高斯核函数，其函数值随着样本间距离的增大
而减小，因此可以用于反映样本之间的相似程度。不过，核函数与距离并不是同一个概念。

核方法属于基于记忆的方法（Memory-based Method），因为在预测时通常需要保留全部或
部分训练样本，以便计算样本间的相似度并基于这些相似度进行预测。这与上一章介绍的线性
模型不同：在传统线性模型中，一旦完成参数估计，原始训练样本所包含的信息便已被压缩并
融入模型参数中，训练样本随即被舍弃，在预测时不再直接使用。因此，与传统线性模型相比，
核方法由于需要构造和处理核矩阵，其训练和预测过程通常均相对较慢。

在讨论核方法的独特优势之前，我们需要了解前一章所介绍的用于回归和分类的线性模型
都可以通过其对偶形式（Dual Representation）重新表述，而在这一过程中，核函数的形式会自
然地被推导出来。这里我们仅以带 !2正则项的线性回归模型为例，其损失函数可以表示为：

L(w) =
1

2

N∑

i=1

(
yi − φ(xi)

→w
)2

+
λ

2
w→w (4.1)

其中 λ > 0，φ(x)表示将输入 x通过一组基函数变换后得到的特征向量。对上述损失函数关于
权重参数 w求偏导，令导数为零并整理可得：

w =
1

λ

N∑

i=1

(
yi − φ(xi)

→w
)
φ(xi) (4.2)

为便于后续推导，我们引入以下记号：

αi =
1

λ

(
yi − φ(xi)

→w
)

(4.3)

则公式4.2可改写为：

w =
N∑

i=1

αiφ(xi) = Φ→α (4.4)
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其中 α = (α1,α2, . . . ,αN )→，矩阵 Φ的形式为：

Φ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

φ0(x1) φ1(x1) · · · φM−1(x1)

φ0(x2) φ1(x2) · · · φM−1(x2)
...

... . . . ...
φ0(xN ) φ1(xN ) · · · φM−1(xN )

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.5)

矩阵Φ在第3.1节已经出现过，通常称为设计矩阵（Design Matrix）或特征矩阵。将公式4.1所示
的损失函数视为参数 α的函数，并将等式 w = Φ→α代入该损失函数后，我们可得：

L(α) = 1

2

N∑

i=1

(
yi − φ(xi)

→
(
Φ→α

))2
+
λ

2

(
Φ→α

)→ (
Φ→α

)

=
1

2
Y→Y −α→ΦΦ→Y +

1

2
α→ΦΦ→ΦΦ→α+

λ

2
α→ΦΦ→α (4.6)

其中 Y = (y1, y2, . . . , yN )→ 是所有训练样本的实际观测值所构成的列向量。将上式中多次出现
的 ΦΦ→记作K，则上式可以表示为：

L(α) = 1

2
Y→Y −α→KY +

1

2
α→KKα+

λ

2
α→Kα (4.7)

其中K = ΦΦ→被称为格拉姆矩阵（Gram Matrix）或内积矩阵，其具体形式为：

K =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

φ(x1)→φ(x1) φ(x1)→φ(x2) · · · φ(x1)→φ(xN )

φ(x2)→φ(x1) φ(x2)→φ(x2) · · · φ(x2)→φ(xN )
...

... . . . ...
φ(xN )→φ(x1) φ(xN )→φ(x2) · · · φ(xN )→φ(xN )

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.8)

矩阵K是 N ×N 的方阵，它的每个元素是两个样本特征向量之间的内积：

kij = φ(xi)
→φ(xj) = κ(xi,xj) (4.9)

其中 κ(xi,xj)称为核函数。
将公式4.7对 α求偏导，并令导数为零，我们可以求解出：

α = (K+ λI)−1Y (4.10)

将上式代入线性回归模型中，就可以得到对新输入样本 x的预测表达式：

f(x) = φ(x)→w

= φ(x)→Φ→α （利用公式4.4）

= φ(x)→Φ→ (K+ λI)−1Y （利用公式4.10）

= (κ(x,x1),κ(x,x2), . . . ,κ(x,xN )) (K+ λI)−1Y （核函数的定义）

由上式可知，新样本 x的预测值可以完全通过核函数 κ(xi,xj)来表示（矩阵 K的每一元素也
是核函数的值），并且该预测值是所有训练样本的实际观测值的线性组合。

在核方法中，核函数的选择至关重要，因为它直接影响预测阶段如何整合训练样本的实际
观测值。由公式4.9可知，核函数通常定义为两个样本特征向量之间的内积，而这些特征向量由
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一组基函数所确定。假设样本 x,x′ ∈ R2（即输入空间为二维），我们可以定义如下核函数：

κ(x,x′) = (1 + x1x
′
1 + x2x

′
2)

2 (4.11)

该核函数可以看成先对样本使用如下一组基函数进行特征变换：

φ(x) = (1,
√
2x1,
√
2x2, x

2
1, x

2
2,
√
2x1x2)

→ (4.12)

然后在变换后的特征空间中计算内积，其结果为：

φ(x)→φ(z) = (1,
√
2x1,
√
2x2, x

2
1, x

2
2,
√
2x1x2)(1,

√
2x′1,
√
2x′2, x

′2
1 , x

′2
2 ,
√
2x′1x

′
2)

→

= 1 + 2x1x
′
1 + 2x2x

′
2 + x21x

′2
1 + x22x

′2
2 + 2x1x2x

′
1x

′
2

= (1 + x1x
′
1 + x2x

′
2)

2

尽管如上例所示，核函数可以对应于基函数变换后的向量内积。但在实际应用中，核方法
的一大优势在于：在满足特定条件（在第4.2节讨论）的情况下，我们并不需要显式地计算和存
储基函数的值，而可以根据需要直接定义合适的核函数 κ(xi,xj)。由于无需显式构造基函数进
行特征变换，核函数可以是定义在原始输入空间中的一个标量函数，其值等于变换后高维空间
中两个向量的内积。理论上，这一高维特征空间甚至可以扩展至无限维，而这在需要显式计算
和存储基函数值的情况下是无法实现的。换言之，我们无需考虑样本在高维空间中的特征表示，
只需专注于设计能够有效衡量两个样本之间相似性的距离度量函数。所谓的 “核技巧”（Kernel
Trick），又称 “核替换”（Kernel Substitution）就是将方法中出现的向量内积替换为核函数。在无
需显式构造高维或无限维特征映射 φ的情况下，等价地在高维或无限维特征空间中计算，从而
实现方法的扩展或改进。

例如，在传统的主成分分析 PCA（Principal Component Analysis）中，我们先对数据矩阵X

进行中心化处理（即减去各列的均值），再对中心化后的矩阵进行奇异值分解（参见公式3.36），
从而找到方差最大的若干个投影方向。然而，当数据呈现同心圆或环状聚类等非线性分布时，传
统 PCA就会失效。此时，可以采用径向基函数（公式4.23）或高斯核（公式4.24）将数据映射到
高维特征空间，然后再在该空间中进行主成分分析，从而克服传统 PCA方法的局限性。值得注
意的是，在这一过程中也无需显式构造特征变换的基函数，因为通过核函数就能够直接计算奇
异值分解所需的格拉姆矩阵K = ΦΦ→。类似地，在K近邻方法中，我们也可以使用核技巧，将
样本间的距离度量替换为合适的核函数，以便更好地反映数据在高维特征空间中的相似性，从
而进一步提升K 近邻的分类或回归性能。

4.2 核函数

核函数需要满足以下两个条件：
对称性：即 κ(x,x′) = κ(x′,x)；
半正定性：核函数所构造的格拉姆矩阵（Gram Matrix）必须是半正定的，即对于任意 N

维列向量 α，都有 α→Kα ≥ 0，其中K ∈ RN×N。
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对称性条件相对容易理解。正如前文所述，核函数可以看作是两个样本之间相似度的度量，
因此在交换两个输入变量时，其取值应保持不变。半正定性则与优化目标函数的凸性要求紧密
相关。在许多核方法中（例如本章后续将介绍的支持向量机），其优化目标往往包含如下形式的
二次型：

1

2
α→Kα (4.13)

对于包含上述二次项的目标损失函数 L(α)，其海森矩阵正好是K。根据二阶泰勒展开，对于任
意扰动向量 !α，可以将目标函数表示为：

L(α+!α) = L(α) +∇L(α)→!α+
1

2
!α→K!α (4.14)

由于假设目标函数是二次函数，因而其二阶泰勒展开是精确的，不存在更高阶的余项。如果核
矩阵K是半正定的，则对于任意 !α，均有 !α→K!α ≥ 0。因此：：

L(α+!α) ≥ L(α) +∇L(α)→!α (4.15)

上式与公式3.142给出的凸函数一阶条件完全一致，因此该目标函数是凸函数。这也说明，核矩
阵的半正定性能够保证上述二次型的凸性。凸优化问题具有良好的性质，其任意局部最优解都
是全局最优解，并且已经发展出多种高效的求解算法。

如前所述，核函数可以对应于经过基函数变换后的向量内积。当基函数 φ确定之后，核函
数的形式便随之确定，即为 κ(x,x′) = φ(x)→φ(x′)。但若先给定核函数的形式，再尝试找到类
似公式4.12所示的一组基函数，则通常较为困难。尤其当变换后的特征空间为无限维时，通常无
法显式计算和存储所有基函数的取值。然而，只要核函数所构造的格拉姆矩阵是正半定的，虽
仍无法保证一定能够找到一组显式的基函数，但一定能够将核函数表示为特征向量的内积形式，
其原因如下。

我们可以将公式4.8所示的格拉姆矩阵改写成如下等价形式：

K =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

κ(x1,x1) κ(x1,x2) · · · κ(x1,xN )

κ(x2,x1) κ(x2,x2) · · · κ(x2,xN )
...

... . . . ...
κ(xN ,x1) κ(xN ,x2) · · · κ(xN ,xN )

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.16)

由于格拉姆矩阵一般为实对称矩阵（复数情形类似），它可以被分解成：

K = QΛQ−1 = QΛQ→ (4.17)

其中Q是由K的特征向量所组成的正交矩阵，而Λ是一个对角矩阵，其对角线元素 λi为矩阵
K的特征值。我们设Q = U→，则公式4.17可以改写为：

K = U→ΛU (4.18)

如果K是半正定的，则有 λi ≥ 0，i = {1, 2, . . . , N}。根据公式4.18，格拉姆矩阵K的第 i行、
第 j 列的元素 kij 可表示为：

kij =
(
Λ

1
2Ui

)→ (
Λ

1
2Uj

)
(4.19)
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其中Ui表示矩阵U的第 i列向量。注意：若矩阵K不满足半正定性条件，则可能存在特征值
λi < 0，上式中的 Λ

1
2 不存在。我们定义 φ(xi) = Λ

1
2Ui，则有：

kij = κ(xi,xj) = φ(xi)
→φ(xj) (4.20)

因此，当格拉姆矩阵为半正定时，存在函数 φ（由特征向量U隐式定义）将样本 x映射到相应
的特征空间（维度可以是无限维），使得 κ(x,x′) = φ(x)→φ(x′)。

综上所述，如果一个函数能够表示为经过基函数变换后的向量内积，那么它可以直接作为
核函数使用。这是因为该函数本身具有对称性（由向量内积形式保证），并且由其构造的格拉姆
矩阵可以证明是半正定的，即：

α→Kα =
∑

ij

αiαjφ(xi)
→φ(xj) =

∥∥∥∥∥
∑

i

αiφ(xi)

∥∥∥∥∥

2

≥ 0

在实际应用中，我们通常无法显式构造出对应的基函数。此时，要判断一个函数是否可以作为
核函数使用。我们先要证明该函数是对称的，然后再证明由它构造的格拉姆矩阵（公式4.16）是
半正定的。只有在同时满足这两个条件时，该函数才能被视为有效的核函数。

接下来，我们介绍几类常用的核函数及其特点。径向基函数（Radial Basis Function）是一类
仅依赖于输入点到某个中心点之间距离（通常使用欧氏距离）的函数，其一般形式为：

φ(∥x− u∥) (4.21)

其中 u表示中心点，而 φ(·)是作用在距离上的一维函数。径向基函数最初是为了解决函数插值
问题而提出来的。具体来说，给定包含 N 个样本的数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1，目标是找到一个
函数，在所有样本点上能够精确匹配目标值，即满足 f(xi) = yi，其中 i = {1, 2, . . . , N}。为实
现这一目标，可以将 f(x)表示为 N 个径向基函数的线性组合，其中每个径向基函数都以某个
样本为中心：

f(x) =
N∑

i=1

wiφ(∥x− xi∥) (4.22)

权重参数 {w1, w2, . . . , wN}的取值通常通过最小二乘法来确定。由于权重参数的数量与训练样
本提供的拟合条件数量相等，如果假设插值矩阵（其第 i行、第 j列的元素为 φ(∥xi−xj∥)）可
逆，则可以得到一个在所有训练样本上精确拟合目标值的函数。然而，在实际应用中，目标值
往往包含噪声，精确插值可能导致模型对噪声的过度拟合，从而影响其泛化能力。为缓解过拟
合问题，之后发展出了相应的正则化的方法和理论。若将 φ(∥x−u∥)视作一种样本之间的相似
度度量（其任意有限样本的格拉姆矩阵均半正定），就得到了径向基核（RBF Kernel）：

κ(x,x′) = φ(∥x− x′∥) (4.23)

高斯核（Gaussian Kernel）则是径向基核的一种特例，因为它也仅依赖于样本与中心点（即
均值）之间的距离，其具体形式为：

κ(x,x′) = exp

(
−1

2
(x− x′)→Σ−1(x− x′)

)
(4.24)
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如果上式中的 Σ为对角矩阵，且应为正定矩阵，则该式可以简化为：

κ(x,x′) = exp

⎛

⎝−1

2

D∑

j=1

1

σ2j
(xj − x′j)

2

⎞

⎠ (4.25)

其中 σj 表示第 j 维的尺度。如果某一维的 σj →∞，该维度对核函数值的影响趋于零，相当于
忽略该维度。当所有维度的 σj 取相同的值 σ时，则被称为是各向同性（Isotropic Kernel）的，其
中 σ被称为带宽（Bandwidth）：

κ(x,x′) = exp

(
−∥x− x′∥2

2σ2

)
(4.26)

如前所述，某些核函数等价于将数据映射到无限维特征空间，这是核方法的主要优势之一。
高斯核就是一个典型例子，其对应的特征向量是无限维的。为了解释这一点，下面以各向同性
的核函数为例展开讨论。为简化分析，我们假设输入样本是一维的，但类似的分析可以容易地
推广到多维的情形。当输入样本为一维时，公式4.26变为：

κ(x, x′) = exp

(
−(x− x′)2

2σ2

)
(4.27)

将上式改写为以下乘积的形式：

κ(x, x′) = exp

(
−x2

2σ2

)
exp

(
− x′2

2σ2

)
exp

(
xx′

σ2

)
(4.28)

将以上等式右侧的最后一项作泰勒级数展开：

exp

(
xx′

σ2

)
=

∞∑

M=0

1

M !

(
xx′

σ2

)M

(4.29)

将公式4.29代入公式4.28，可将其表示为如下的内积形式：

κ(x, x′) =
∞∑

M=0

(
exp

(
−x2

2σ2

)
xM

σM
√
M !

)(
exp

(
−x′2

2σ2

)
x′M

σM
√
M !

)
(4.30)

因此，我们可以定义如下特征映射，其对应的映射空间具有无限维度：

φ(x) =

(
exp

(
−x2

2σ2

)
x0

σ
√
0!
, exp

(
−x2

2σ2

)
x1

σ
√
1!
, exp

(
−x2

2σ2

)
x2

σ2
√
2!
, . . .

)→
(4.31)

需要注意的是，在实际的应用中，“无限维”并不会带来计算上的困难，因为我们借助 “核技巧”
可以直接计算 κ(x,x′)，从而避免显式构造无限维特征向量所带来的计算和存储方面的困难。

多项式核（Polynomial Kernel）的一般形式为：

κ(x,x′) =
(
ax→x′ + b

)d
(4.32)

其中 a ≥ 0为缩放系数，b ≥ 0为偏置项，而 d则表示多项式的阶数（或次数），应为非负整数。
与最简单的线性核（即 κ(x,x′) = x→x′）相比，多项式核能够显式表示变量之间的交互作用和
高阶多项式关系，例如二阶交互项 xixj 或三次项 x3i，并且可以通过调整 d来控制模型的表达能
力。然而，当 d取值较大或训练样本较少时，模型往往容易出现过拟合。此外，由于多项式核
并非基于距离的度量，其结果对输入数据的偏移较为敏感，因此需要通过合理设置偏置项 b进
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行修正。值得注意的是，a、b和 d均为可调超参数，可以通过交叉验证等方法选择最优值。
采用核方法的另一优势在于，它能够从长度不一致的样本中抽取特征，进而计算它们之间

的相似度。以文档分类或信息检索为例，一种朴素的想法是：如果两个文档中存在较多相同的
词汇，它们就越相似，也越有可能归属于同一类别。因而，比较简单的实现是：先统计每个文
档中各个词出现的频率，并且将这些词频（Term Frequency）依次排列，拼接成一个向量。然后，
通过计算两个词频向量之间的余弦相似度（Cosine Similarity）来衡量文档间的相似程度。具体
而言，我们用 xi 表示第 i个文档的词频向量，其中 xik 表示第 k 个词在该文档中出现的次数。
在此基础上，我们利用余弦相似度的公式，文档向量 xi和 xj 的核函数可表示为：

κ(xi,xj) =
x→
i xj

∥xi∥∥xj∥
=

∑D
k=1 xik · xjk√∑D

k=1 x
2
ik

√∑D
k=1 x

2
jk

(4.33)

其中D表示词表的大小。余弦相似度的取值范围通常在 [−1, 1]之间。在文档的表示中，由于向
量 x的各分量均为非负数，所以文档间的余弦相似度实际落在 [0, 1]区间。其数值越接近 1，表
示两个文档越相似；当取值为 0时，相似度则最低，即两个向量相互正交，这意味着两个文档
中所出现的词汇没有交集。

实际应用中，上述简单实现存在以下三个主要问题。第一个问题是：语言中存在一些主要
起语法衔接作用、但缺乏实际语义的停用词（Stop Words）。例如，汉语中的 “的”、“了”和 “以及”
等，又如英语中的 “the”、“of”和 “and”等。这类词通常不会出现在文档的向量表示中，而会在构
建词表时直接删除。第二个问题是，不同词汇的使用频率差异较大，且往往相差显著。为了避
免低频词在计算余弦相似度时被高频词掩盖，通常会对词频进行平滑处理，一种常用方法是对
词频取自然对数，从而削弱高频词的影响，同时相对提升低频词的作用。具体地，将公式4.33中
的 xik 需替换为：

tf(i, k) = ln (1 + xik) (4.34)

其中，上式右侧自然对数内加上 1，是为了避免当 xik 为 0时出现 ln(0)无定义的情况。第三个
问题是，如果某些词汇在所有文档或大多数文档中都出现，则这些词对于计算相似度作用不大。
然而，如果某些词只出现在一个或少数文档中，则这些词对于表示这些文档的语义（区别于其
它文档）具有重要意义。因此，我们往往会计算以下逆文档频率（Inverse Document Frequency）
来对词频进行缩放：

idf(k) = ln

(
N

∑N
i=1 I(xik > 0)

)
(4.35)

其中 N 表示文档集合中文档的总数，I(·)是一个指示函数，它根据输入的条件判断，只有 0或
1两种取值。公式4.35中的 I(xik > 0)表示：当第 k个词出现在文档 i中时，其值为 1，否则为 0。
取对数操作仍是为了对原始逆文档频率进行平滑处理。上式自然对数内分数的意义在于：当第 k

个词仅出现在少数文档中时，其对应的词频权重应按比值放大，反之则会被相对缩小。“逆文档
频率”这一名称正是由此而来，因为它与某个词在文档集合中出现的文档数成反比关系。结合公
式4.34和公式4.35，便得到了用于文档语义向量表示的TF-IDF（Term Frequency–Inverse Document
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Frequency）方法，在利用公式4.33计算余弦相似度时，该方法会将其中的 xik 项统一替换为：

tf-idf(i, k) = tf(i, k) · idf(k) (4.36)

上述方法还可以推广到短语或子串的情形。具体而言，可以从输入序列中提取若干个子串
的出现次数，并将这些子串的出现次数依次排列后拼接成向量，再通过向量内积来定义相应的
核函数。例如，考虑由字符表 A = {A, C, G, T}中字符所构成的两个字符串 x和 x′：

x = ATGCGTACCTGAACTACTGAGGAATCGTGACCTGACTGGAACCTTGACGTAACCG

x′ = CGTACTGATAACCGGATGCTTACGGTACCGATGCTTAGGACTCA

这两个字符串都包含子串 ACTGA。我们可以将两个字符串的相似性定义为它们共有的子串数量。
我们用 φs(x)表示子串 s在字符串 x中出现的次数，则可以将两个字符串 x和 x′ 之间的核函
数定义为：

κ(x,x′) =
∑

s∈A→

wsφs(x)φs(x
′) (4.37)

其中 ws ≥ 0表示子串 s的权重，而A∗表示由字符表A构成的所有可能字符串的集合，其长度
可以是任意非负整数。

在大多数情况下，我们并不需要从零开始设计全新的核函数。通常的做法是，将一些较为
简单的核函数作为基本模块，再通过组合的方式构造出新的核函数。只要所选的基础函数本身
是有效的核函数，那么依据以下性质和方法进行组合之后，所得到的函数依然是有效的核函数。
具体而言，若已知 κ1(x,x′)和 κ2(x,x′)为核函数，则按照以下方式构造的新函数同样可以作为
核函数使用：

κ(x,x′) = cκ1(x,x
′) (4.38)

κ(x,x′) = κ1(x,x
′) + κ2(x,x

′) (4.39)

κ(x,x′) = κ1(x,x
′)κ2(x,x

′) (4.40)

κ(x,x′) = exp(κ1(x,x
′)) (4.41)

κ(x,x′) = g(κ1(x,x
′)) (4.42)

κ(x,x′) = κ3(φ(x),φ(x
′)) (4.43)

κ(x,x′) = f(x)κ1(x,x
′)f(x′) (4.44)

κ(x,x′) = x→Ax′ (4.45)

κ(x,x′) = κa(xa,x
′
a) + κb(xb,x

′
b) (4.46)

κ(x,x′) = κa(xa,x
′
a)κb(xb,x

′
b) (4.47)

其中 c > 0为常数，f(·)可以是任意函数，g(·)表示一个系数非负的多项式函数。函数 φ(x)是
将输入 x映射到 RM 空间，κ3(·, ·)则是在 RM 空间中定义的一个核函数。A是一个对称半正定
矩阵。xa和 xb为两个变量（它们不要求互不相交），并且 x = (xa,xb)。同时，κa(·, ·)和 κb(·, ·)
分别是在各自空间上定义的有效核函数。
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我们还可以使用生成模型来构造核函数。给定一个生成模型 p(x)，可以定义如下核函数：

κ(x,x′) = p(x)p(x′) (4.48)

以上函数显然是一个有效的核函数，因为我们可以将其理解为由映射 p(x)定义的一维特征空间
中的内积。该核函数的直观含义是：如果两个样本 x和 x′在生成模型下的概率值都较高，则它
们被认为是相似的。借助公式4.38和公式4.39，我们可以将这类核函数推广为多个不同概率分布
乘积的加权和形式，其中每个分布对应一个权重系数 p(i)，具体表示为：

κ(x,x′) =
∑

i

p(x|i)p(x′|i)p(i) (4.49)

其中 i可以看成取离散值的隐变量（Latent Variable）。上式可以理解为：如果两个样本 x和 x′

在多种不同分布下都具有较高的概率值，那么相应核函数的值就会较大，从而被认为是相似的。
当生成模型（或分布）的数量趋于无限时，公式4.49可以推广为如下积分形式：

κ(x,x′) =

∫
p(x|z)p(x′|z)p(z) dz (4.50)

其中 z是一个连续的隐变量。此外，基于生成模型所构造的核函数还可以利用第7章介绍的深度
神经网络，将输入样本映射为分布式向量表示（Distributed Vector Representation），并以此替代
公式4.48中的 p(x)来构造新的核函数。

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1
.5

-1
.0

-0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1
.5

-1
.0

-0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

(a) (b)

各向同性高斯核
带宽! = 0.05

各向同性高斯核
带宽! = 0.1

图 4.1: 核方法应用于线性回归的示例。绿色圆圈表示 10个训练数据点，蓝色曲线表示原函数
sin(2φx)，紫色曲线是将线性模型的权重参数直接设为训练集的实际观测值所得到的拟合函数，
而红色曲线则表示使用带 !2 正则拟合得到的函数（正则化系数 λ = 0.5）。(a)使用各向同性的
高斯核，带宽 σ = 0.05的拟合结果。(b)使用各向同性的高斯核，带宽 σ = 0.1的拟合结果。通
过对比 (a)和 (b)两幅子图可以发现：当带宽较大时，核函数的作用范围更广，其拟合结果会受
到更多邻近样本点的影响，因而拟合曲线较为平滑；反之，则拟合曲线显得更为曲折。

在介绍了一些常见的核函数之后，我们通过两个简单的例子说明如何在回归和分类任务中
应用核函数。借助核技巧或核替换方法，我们可以为输入样本 x构造如下特征向量：

φ(x) = (κ(x,x1),κ(x,x2), . . . ,κ(x,xN ))→ (4.51)
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其中 {x1,x2, . . . ,xN}表示训练集中的样本。若采用第3.1节介绍的线性模型，则我们的目标是：
在给定训练数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1的条件下，确定以下函数中的权重参数 w：

f(x,w) = φ(x)→w (4.52)

在回归任务中，yi 表示样本 xi 的真实观测值。确定参数 w 的取值有两种常见方法。第一种较
为简单的方法是，将第 i个特征对应的权重 wi直接设为 yi。在这种情况下，公式4.52可以直观
地理解为：输入样本 x的预测值等于以核函数计算得到的相似度作为权重来对训练集中的实际
观测值进行加权求和。换言之，与输入样本 x越相似（或距离越近）的训练样本，其观测值对
x的预测结果影响越大。图4.1中的紫色曲线就是采用这种方法得到的拟合结果，其中权重参数
wi 由 yi 直接赋值，所使用的核函数为各向同性的高斯核（详见公式4.26）。第二种方法是将核
函数看成一种特征变换或特征提取的手段，然后在变换之后的新特征空间中使用常规的线性回
归模型。在这种情况下，还可以对权重参数w引入各种正则化方法以防止过拟合。图4.1中的红
色曲线即是采用带 !2正则的拟合得到的结果。

图4.1(a)使用各向同性的高斯核，带宽设置为 σ = 0.05。图4.1(b)也使用各向同性的高斯核，
但带宽设为 σ = 0.1。通过对比两幅子图中的拟合曲线（紫色为上述方法一的结果，红色为方法
二的结果），我们可以看出：当带宽较大时，核函数的作用范围更广，当前样本的拟合结果会受
到更多邻近样本点的影响，因此曲线较为平滑；而带宽较小时，核函数仅关注局部的邻近样本，
拟合曲线则明显更加曲折。核函数的带宽是一个重要的超参数，可以通过第1.6节介绍的交叉验
证或使用独立验证集来选择合适的取值。

(a) (b)

图 4.2: 核方法应用于线性分类的示例。蓝色加号和橙色叉号分别表示两类样本，黑色曲线表示
使用带 !2正则的 Logistic回归得到的分类决策边界（正则化系数 λ = 0.5）。(a)使用各向同性的
高斯核，带宽 σ = 0.2的结果。(b)使用各向同性的高斯核，带宽 σ = 0.5的结果。通过对比 (a)
和 (b)两幅子图可以看出：与回归任务类似，当带宽较大时，核函数的作用范围更广，决策边界
会受到更多周围样本点的影响，因此曲线较为平滑；而带宽较小时，核函数只关注局部邻近样
本，决策边界变得更加曲折和局部化。

对于分类任务，我们需要在线性函数 f(x,w)的基础上引入一个非线性变换函数，将线性
函数的输出进一步映射到 [0, 1]区间，以确保结果可以被解释为有效的概率值。若采用 Sigmoid
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函数作为非线性映射，即得到第3.6节所介绍的 Logistic回归模型。与回归模型类似，我们同样
可以在分类模型中对参数w施加正则化约束，以控制模型复杂度并提升泛化能力。图4.2为核方
法应用于线性分类的例子，其中核函数采用各向同性的高斯核，其带宽大小对分类决策边界的
影响与回归任务中的情况相似。值得注意的是：当采用 !1正则化时，模型参数会呈现出稀疏化
特性，即部分样本点（对应的 wi取值为零）在预测过程中不再被使用。这不仅减少了预测阶段
需要存储或 “记忆”的样本数量，同时也在一定程度上提升了预测时的计算效率。

4.3 高斯过程

在监督学习中，我们通过观测N 个输入 x与对应输出 y之间的关系，来学习一个映射函数
f(x)。在此前的讨论中，我们通常假设映射函数 f(·)具有某种预先设定的形式（例如线性或二
次型），并完全由一组参数确定，因此学习问题的核心就转化为对这些参数的估计。另一种思路
是不再预先假设某个具体的参数化模型，而是把函数看作一个 “随机对象”，假设它在函数空间
中服从某个先验分布。然后，我们通过观测数据来更新这个分布，得到函数的后验分布，并用
它对新的输入进行预测。乍看之下，在无限维的函数空间中直接定义分布几乎是不可能的。然
而，实际情况却比这简单得多。对于有限规模的训练数据，我们只关心函数在这些离散输入点
上的取值，而不必描述函数的具体形式。因此，这一问题可以有效地转化为在有限维空间中进
行处理，从而避免了在整个无限函数空间上直接建模的困难。

高斯过程（Gaussian Process）假设任意有限个输入点上的函数值的联合分布服从多维高斯
分布（又称多元高斯分布）。满足这一假设的函数并非唯一，因此高斯过程实际上是对整个函数
的分布进行约束，而具体的某一函数可以通过从该分布中采样得到。需要特别注意的是，高斯
过程生成的函数并不是像单峰高斯钟形那样的曲线。实际上，高斯过程可以生成各种形状的函
数：可以是平滑的直线、起伏的正弦波，甚至非常崎岖的曲线（如图4.3所示）。所生成的函数的
形状与单个高斯分布的钟形并无直接关系。高斯过程的核心在于：虽然每个特定输入点的输出
都是随机的，但任意多个输入点对应的函数值作为整体服从多维高斯分布。举个例子：假设我
们要预测明天每个整点的温度。如果只看下午 2点的温度，它可能服从一个一维高斯分布。但
如果我们希望预测全天每个整点的温度，就必须考虑不同时间点之间的相关性。例如，若下午
1点很热，那么下午 2点大概率也很热，它们不能被看作是相互独立的随机变量。高斯过程正是
用于刻画这种结构化依赖关系的工具。它不仅要求每个整点温度服从边际高斯分布，更重要的
是，它定义了所有整点温度的联合分布是一个多维高斯分布，其中每个维度对应一个整点温度
的随机变量。这个联合分布通过一个协方差矩阵描述了任意两个整点温度之间的相关性。

高斯过程与核函数的关系在于：高斯过程中的多维高斯分布的协方差矩阵即为核函数所构
造的格拉姆矩阵。核函数通过衡量任意两个输入点之间的相似性，进而确定它们对应输出值之
间的相关性。通过选择不同的核函数，我们可以灵活地定义协方差矩阵，从而调节函数在不同
输入点之间的平滑度和相关性。图4.3展示了在两种不同核函数下，从高斯过程中采样得到的函
数示例。第一种核函数是式4.26所示的各向同性的高斯核（左子图），第二种核函数为指数核（右
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子图），其形式如下：

κ(x, x′) = exp

(
− |x− x′|

!

)
(4.53)

其中 ! > 0被称为长度尺度（Length Scale），其数值决定函数的平滑程度。!的值越大，相关性
衰减越慢，函数变化越平滑。指数核在两个输入重合处（x = x′）存在不可微的尖点，因此其对
应的高斯过程不具有均方可微性，生成的样本函数通常较为粗糙（存在尖锐的转折）。均方可微
性是指随机过程在输入变化趋于零时，其变化率能够收敛到一个随机变量，并且两者之间的均
方误差趋于零。相比之下，高斯核采用距离的平方构造，具有更高的光滑性，其对应的高斯过
程具有任意阶的均方导数，因此生成的样本函数通常更加平滑。
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图 4.3: 从高斯过程采样得到的函数示例。(a) 使用高斯核。(b) 使用指数核。通过对比子图 (a)
和 (b)可看出：高斯核生成的函数曲线明显比指数核更平滑。这是因为高斯核在输入空间中对
相似性的度量随距离平方增加呈更为平滑的负指数衰减，而指数核的相似性随距离变化更为剧
烈，导致其采样结果呈现出较强的局部波动。指数核在两个输入重合处（x = x′）存在不可微
的尖点，因此其对应的高斯过程不具有均方可微性，生成的样本函数通常存在较多的尖锐转折。
这些随机生成的、且函数值均满足高斯先验的函数构成了候选空间，之后通过引入观测数据来
从这些函数中筛选出符合观测约束的函数来对新样本进行预测。

我们先讨论如何将高斯过程用于回归任务。高斯过程假设 p(f(x1), . . . , f(xN ))服从以µ(x)

为均值、Σ(x)为协方差的多维高斯分布。协方差矩阵的每一个元素由 Σij = κ(xi,xj)给出，即
该协方差矩阵正是由式4.16定义的格拉姆矩阵K。为了便于后续分析，我们假设 f(x)经过了中
心化处理，即其均值为 0，因此有 µ(x) = 0。

之所以上述假设是合理的，是因为它相当于在线性模型 f(x) = φ(x)→w中，对权重参数w

引入如下的先验分布：
p(w|α) = N (w|0,α−1I) (4.54)
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其中 α是高斯分布的精度。对于包含N 个样本的数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1，观察值 yi往往包含
噪声。若假设观测值中叠加了均值为零、精度为 β的高斯噪声，则真实目标值 ti与观测值 yi的
关系可表示为：

p(y|t) = N (y|t,β−1I) (4.55)

其中 t = (t1, . . . , tN )→ 表示由所有真实目标值构成的向量，而 y = (y1, . . . , yN )→ 则表示对应的
观测值向量。我们来分析所有真实目标值（即理想的映射函数的输出向量）t的联合概率分布。
根据线性模型的定义，输出向量 t可以写作：

t = Φw (4.56)

其中 Φ为公式4.5所示的设计矩阵。由于假设权重参数 w服从高斯先验，并且由公式4.56可知，
向量 t是高斯随机变量的线性组合，因此 t也服从高斯分布，其均值和协方差矩阵可计算如下：

E[t] = E[Φw] = ΦE[w] = 0 (4.57)

Cov[t] = E[tt→] = ΦE[ww→]Φ→ = α−1ΦΦ→ = α−1K (4.58)

其中式4.58中的常数 α−1可以合并到核函数中。由此，输出向量 t的分布可表示为：

p(t) = N (t|0,K) (4.59)

从以上公式可以看出，若假设样本的输出值（即真实目标值）t是由高斯过程生成的，这本质上
相当于假设线性模型的参数 w服从均值为 0的高斯先验。

我们通常无法直接获得真实的目标值，而只能通过观测值对其进行推断。因而，需要了解
观测值的概率分布 p(y)。我们通过将联合分布 p(y, t)对 t积分来得到观测值的边缘分布 p(y)：

p(y) =

∫
p(y, t) dt =

∫
p(y|t)p(t) dt = N (y|0,C) (4.60)

其中协方差矩阵 C的每一个元素为：

cij = kij + β−1δij = κ(xi,xj) + β−1δij (4.61)

其中 kij 是格拉姆矩阵K的相应元素，而 δij = I(i = j)对应于每个样本观测值中所包含的独立
随机噪声（即 δij 在协方差矩阵的对角线上为 1，其他位置为 0）。上述结果不难理解。由于两个
高斯随机向量相互独立，它们之和的协方差矩阵等于各自协方差矩阵之和。

至此，我们已经得到了观测值的边缘分布 p(y)。但是，我们的目标是在给定一个新的输入
样本 xN+1 的情况下，对其观测值 yN+1 的分布进行预测，并且这一预测需要基于此前观测到
的 N 个样本。为此，需要进一步推导条件概率分布 p(yN+1|y)。需要注意的是，该分布同时以
(x1, . . . , xN )和 xN+1 作为条件。然而，为了保持符号简洁，这些条件变量在此不作显式表示。
根据公式4.60，当增加一个新样本 xN+1后，观测值的联合分布（先验分布）可表示为：

p(yN+1) = N (yN+1|0,CN+1) (4.62)

其中 yN+1 = (y1, . . . , yN , yN+1)→，而 CN+1 是 (N + 1) × (N + 1) 的协方差矩阵，其每一个
元素按公式4.61计算。根据第2.5节的讨论可知，如果两组变量服从联合高斯分布，那么在已知
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其中一组变量的条件下，另一组变量的条件概率分布仍然是高斯分布。为了推导条件概率分布
p(yN+1|y)的具体形式，我们将协方差矩阵 CN+1用如下分解形式表示：

CN+1 =

[
CN k

k→ c

]
(4.63)

其中CN 为原N 个样本对应的协方差矩阵（即公式4.60中的C），向量 k的元素为 κ(xi,xN+1)，
其中 i ∈ {1, . . . , N}，而标量 c = κ(xN+1,xN+1) + β−1。从第2.5节的讨论已知，给定多维高斯
分布 N (x|µ,Σ)，将随机变量 x任意划分成 x1和 x2两组。给定 x1时，x2的条件分布为：

p(x2|x1) = N (x2|µ2|1,Σ2|1) (4.64)

µ2|1 = µ2 +Σ21Σ
−1
11 (x1 − µ1) (4.65)

Σ2|1 = Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12 (4.66)

以上公式其实是公式2.114和2.115的另一种表达形式，只是将原先公式中出现的协方差矩阵的逆
Λ = Σ−1改为使用协方差矩阵进行表示。将上述公式中的Σ用公式4.63中的CN+1代入（其中
CN 对应Σ11，k对应Σ12，k→对应Σ21，c对应Σ22），我们可以得到条件概率分布 p(yN+1|y)
（即通过条件化引入观测信息 y，并将其与先验协方差矩阵CN+1相结合，从而得到预测目标的
后验分布）：

p(yN+1|y) = N (yN+1|µ(xN+1),σ
2(xN+1)) (4.67)

µ(xN+1) = 0+ k→C−1
N (y − 0) = k→C−1

N y (4.68)

σ2(xN+1) = c− k→C−1
N k (4.69)

以上公式中需要对CN 求逆，因此要求CN 为正定矩阵，即其所有特征值均大于零。若 λi是原
格拉姆矩阵K的特征值，则对应的矩阵CN 的特征值为 λi + β−1。因此，只要原格拉姆矩阵K

是半正定的（即 λi ≥ 0），并且噪声精度 β > 0，就可以保证CN 为正定矩阵（即 λi+β−1 > 0）。
即使在不考虑观测噪声的情况下，为了确保 CN 可逆以及计算逆矩阵的数值稳定性，通常也会
在原矩阵中加入一个微小的、精度为正的随机噪声项。从公式4.68可以看出，新样本的预测均值
本质上是对已知样本观测值 y的加权线性组合。各样本的权重由新样本与已知样本间的核函数
值（即相似度）确定。相似度越高，对应观测值对预测结果的贡献越大；相似度越低，则贡献
则越小。此外，已知样本之间的协方差矩阵的逆C−1

N 起到 “去冗余”的作用，即当两个已知样本
彼此较为相似时，其贡献不会被简单叠加，而是会根据其相关性自动降低在预测中的贡献。

我们同样可以使用核技巧，选择合适的核函数来构建高斯过程所需的格拉姆矩阵。例如，在
将高斯过程用于回归任务中，一种常见的核函数形式是对二次型取指数，并在此基础上再加上
线性项和常数项：

κ(xi,xj) = θ0 exp

(
−θ1

2
∥xi − xj∥2

)
+ θ2x

→
i xj + θ3 (4.70)

其中 θ = (θ0, θ1, θ2, θ3)→均为超参，其最优取值可借助数据集来确定，通常要求 θ0, θ1, θ2, θ3 ≥ 0。
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根据公式4.60，我们有：

ln p(y|θ) = lnN (y|0,CN ) = −1

2
y→C−1

N y − 1

2
ln |CN |− N

2
ln(2φ) (4.71)

将上式对任一超参 θi求偏导，可得：

∇θi ln p(y|θ) =
1

2
y→C−1

N ∇θiCNC−1
N y − 1

2
tr
(
C−1

N ∇θiCN
)

(4.72)

=
1

2
tr
(
(zz→ −C−1

N )∇θiCN

)
(4.73)

其中 z = C−1
N y。利用以上偏导公式，我们可以采用任意标准的基于梯度的优化算法来估计超

参数的取值。但需要注意的是，由于优化目标并非凸函数，因此可能存在多个局部最优解。为
此，我们可以借助验证集，对不同的超参数组合（每一超参可能有多种取值）进行评估，并选
择在验证集上表现最佳的组合。

接下来，我们将简要讨论如何将高斯过程应用于分类任务。对于分类任务，为了赋予模型
的预测值相应的概率解释，其值需要落入 [0, 1]之间。实现这一点的常见方法是：先令函数输出
为 a = f(x)，再通过 Sigmoid 函数将其映射到 (0, 1) 区间，从而得到 y = σ(a)，其中 σ(z) =

1/(1 + exp (−z))。
以二分类问题为例，设有一个包含 N 个样本的数据集 D = {(xi, ti)}Ni=1，其中类别标签

ti ∈ {0, 1}，即只能取 0或 1两种可能值。与回归问题类似，我们的目标是在给定一个新的输入
样本 xN+1 的情况下，对其类别标签 tN+1 进行预测。具体而言，就是构建预测分布 p(tN+1|t)，
其中 t = (t1, . . . , tN )→表示训练集中已观测到的类别标签。同样地，该分布同时以 (x1, . . . , xN )

和 xN+1作为条件。为了保持符号简洁，这些条件变量不在预测分布中显式表示。
我们假设函数输出值向量 aN+1 = (a1, . . . , aN , aN+1)→服从如下多维高斯分布：

p(aN+1) = N (aN+1|0,CN+1) (4.74)

其中协方差矩阵 CN+1的元素定义为：

cij = κ(xi,xj) + εδij (4.75)

其中 ε是一个预先设定的超参，而 δij = I(i = j)。尽管在分类任务中通常假设所有训练样本的
标签都是正确的，但在协方差矩阵中引入类似噪声的修正项 εδij，可以保证该矩阵是正定的。在
引入上述高斯过程先验后，经过 Sigmoid函数映射，可以在 tN+1 = (t1, . . . , tN , tN+1)→ 上诱导
出一个非高斯过程（Non-Gaussian Process）。虽然 tN+1的取值分布不再服从高斯分布，但取值
之间的相关性仍受到原多维高斯分布的约束。

对于二分类问题，只需预测 p(tN+1 = 1|t)，因为 p(tN+1 = 0|t)的值等于 1−p(tN+1 = 1|t)。
相应的预测分布可表示为：

p(tN+1 = 1|t) =
∫

p(tN+1 = 1|aN+1)p(aN+1|t) daN+1 (4.76)
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其中 p(tN+1 = 1|aN+1) = σ(aN+1)，而条件分布 p(aN+1|t)可推导如下：

p(aN+1|t) =
∫

p(aN+1,a|t) da（a = (a1, . . . , aN )→）

=

∫
p(aN+1,a, t)

p(t)
da

=
1

p(t)

∫
p(aN+1,a)p(t|aN+1,a) da

=
1

p(t)

∫
p(aN+1|a)p(a)p(t|a) da（条件概率 p(t|aN+1,a)与 aN+1无关）

=

∫
p(aN+1|a)p(a|t) da（p(a)p(t|a) = p(a, t) = p(a|t)p(t)） (4.77)

根据公式4.68和4.69，上式中的 p(aN+1|a) = N (aN+1|k→C−1
N a, c−k→C−1

N k)。然而，上式中的另
一项 p(a|t)需要通过拉普拉斯近似（Laplace Approximation）或变分推断（Variational Inference）
进行近似求解。这一近似过程涉及到本书后续章节将要介绍的内容，此处我们只需要理解整个
推导思路即可。希望深入了解细节的读者，可以参考文献 [53]第 15章的相关内容。

4.4 支持向量机原理

核方法是属于基于记忆的学习方法，其主要不足之处在于：在预测阶段，每当输入一个新
的样本 x，都需要计算它与训练集中所有样本 x′ 之间的核函数值 κ(x,x′)，这往往会带来较高
的计算开销。支持向量机（Support Vector Machine）是核方法的一种稀疏化形式，它并不会保留
训练集中的所有样本，而是仅保留对于预测有帮助的部分样本，即支持向量对应的样本。对于
分类问题而言，支持向量就是那些位于决策边界附近1、用于确立分类超平面的样本。

我们从比较简单的二分类问题入手，并以线性模型为起点，然后引出并展开对支持向量机
基本原理的讨论。给定包含 N 个样本的数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1，我们构建如下形式的二分类
线性模型：

f(x) = φ(x)→w + w0 (4.78)

其中 φ(x)表示将输入样本 x通过一组基函数变换后得到的特征向量，而 w 和 w0 分别表示权
重参数与偏置项。在该模型中，分类标签的取值为 yi ∈ {−1, 1}，即仅可能为−1或 1这两种值。
采用这种取值方式的原因在于，此处无需对线性模型的输出赋予概率解释，同时可以通过 f(x)

的符号（大于或小于零）来简单地判断输入样本 x的类别。
我们暂时假设训练数据在特征空间中是线性可分的。也就是说，至少存在一组参数w和w0

使得形如4.78的线性模型满足以下条件：对于类别标签为 yi = 1的样本，有 f(xi) > 0；对于类
别标签为 yi = −1的样本，有 f(xi) < 0。因此，对于所有训练样本，都满足 yif(xi) > 0。为了
确定一组合适的参数 w 和 w0，使得模型 f(x)对于所有样本都满足 yif(xi) > 0的条件，支持
向量机引入了间隔（Margin）的概念。间隔被定义为决策边界（如图4.4(a)中的红色直线所示）

1硬间隔支持向量位于间隔边界上，而软间隔支持向量还可能位于间隔内部或被误分类（详见后文介绍）。
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到所有样本点的最小距离。决策边界的选择原则是最大化间隔，从而使不同类别的样本能够更
清晰地被区分开来。

由图3.7已知，权重向量w垂直于决策边界（即w为决策边界的法向量）。对于任意样本 x，
其到决策边界的带符号垂直距离为 f(x)

‖w‖。由于假设训练样本是线性可分的，并且对所有训练样
本均有 yif(xi) > 0，因此任意样本到决策边界的垂直距离可以表示为：

yif(xi)

∥w∥ =
yi(φ(xi)→w + w0)

∥w∥ (4.79)

间隔被定义为训练样本中距离决策边界最近样本 xi的垂直距离。距离决策边界最近的样本可以
有多个（如图4.4(a)中由红圈标出的样本点）。对于二分类问题，至少每个类别各有一个这样的
样本。我们的目标是通过调整参数 w和 w0 来最大化该最小垂直距离。因此，求解最大间隔的
决策边界问题可以表述为以下优化问题：

argmax
w,w0

(
1

∥w∥ min
i

[
yi(φ(xi)

→w + w0)
])

(4.80)

在以上优化问题中，内层的最小化用于选出距离决策边界最近的样本，而外层的最大化则旨在
使这一最小距离（即间隔）尽可能大。需要注意的是，我们将因子 1

‖w‖ 从内层的最小化中提取
出来，这一处理并不会改变最终的最优解。其原因在于，权重向量w的模长与具体的样本无关。
若同时对权重向量和偏置项（也与具体样本无关）进行缩放，即令w → cw和 w0 → cw0，那么
任意样本到决策边界的距离保持不变：

yi(φ(xi)→cw + cw0)

∥cw∥ =
cyi(φ(xi)→w + w0)

c∥w∥ =
yi(φ(xi)→w + w0)

∥w∥ (4.81)

其中 c是任何大于零的常数项。利用这一性质，我们可以通过适当的缩放，使得距离决策边界
最近的样本满足如下条件：

yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
= 1 (4.82)

这相当于要求所有训练样本都满足以下不等式约束：

yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
≥ 1 (4.83)

即对于那些距离决策边界较远的样本，其公式4.83左侧的值会更大。对于满足等号的那些样本
（即支持向量），其对应的约束称为活跃约束（Active Constraint）；而对于其余的样本，其约束则
称为非活跃约束（Inactive Constraint）。

直接求解公式4.80中的优化问题往往较为复杂。借助上述推导得到的不等式约束，我们可以
将其转化为一个带约束的二次规划问题（Quadratic Programming Problem）。由于最大化 ∥w∥−1

等价于最小化 ∥w∥2，因此公式4.80所示的优化问题可以改写为：

arg min
w,w0

1

2
∥w∥2 (4.84)

s.t. yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
≥ 1, i = 1, . . . , N (4.85)

其中 “s.t.”是 “受限于”的意思（即英文 Subject to的缩写），表示后续的条件为优化问题的约束。
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图 4.4: 支持向量机确定决策边界的示意图。图中红线表示决策边界，带红圈的样本点表示用于
确定该边界的支持向量。(a)两类样本完全可分的情况。间隔定义为距离决策边界最近样本点到
决策边界的垂直距离。通过最大化间隔，我们可以得到一个唯一的最优决策边界，这一边界只
由部分样本所确定，这些样本即为支持向量。(b)两类样本不完全可分的情况：部分样本可能被
错分或落入间隔内，因此引入的松弛变量 ξ ≥ 0来衡量违反约束的程度。

在目标函数中引入系数 1
2 是为了简化后续的推导过程，本身并不会改变最优解。需要注意的是，

虽然偏置项 w0并未显式出现在目标函数中，但它通过约束条件间接影响权重参数w的最优解。
公式4.85所示的不等式约束可以改写为以下标准形式：

1− yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
≤ 0 (4.86)

为了求解公式4.84所示的带约束的优化问题，我们为每个样本对应的约束条件（见上式）分别引
入一个拉格朗日乘子 µi ≥ 0，从而可以将原问题转化为如下的拉格朗日形式：

L(w, w0,µ) =
1

2
∥w∥2 +

N∑

i=1

µi

(
1− yi

(
φ(xi)

→w + w0

))

=
1

2
∥w∥2 −

N∑

i=1

µi

(
yi(φ

(
xi)

→w + w0

)
− 1
)

(4.87)

上述优化问题还必须满足 Karush-Kuhn-Tucker（KKT）条件，这要求同时满足以下三个条件：

µi ≥ 0 (4.88)

yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
− 1 ≥ 0 (4.89)

µi

(
yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
− 1
)
= 0 (4.90)

其中 i = 1, . . . , N。公式4.88表示拉格朗日乘子的定义域约束，公式4.89对应于公式4.85所示的原
始约束条件，而公式4.90则体现了互补松弛原则：对于每一个样本，要么 yi

(
φ(xi)→w + w0

)
= 1

（即该样本为支持向量）；要么对应的拉格朗日乘子 µi = 0（即该约束不产生实质性影响）。满足
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这些约束条件对于支持向量机的实际应用至关重要。它们确保在模型训练完成之后，部分训练
样本（即乘子为零 µi = 0的样本）可以被舍弃，只需保留支持向量即可进行预测，从而显著提
高预测时的计算效率。

我们将公式4.87的目标函数 L(w, w0,µ)分别对w和 w0求偏导，并令偏导数为零，可以得
到以下等式（之前引入的系数 1

2 就是为了在此处求导时简化计算）：

w =
N∑

i=1

µiyiφ(xi) (4.91)

0 =
N∑

i=1

µiyi (4.92)

以上等式给出了公式4.87所示的目标函数 L(w, w0,µ)取得极值时所需满足的驻点条件。为了将
等式4.91代回到公式4.87中，我们先将公式4.87展开为如下形式：

L(w, w0,µ) =
1

2
w→w −

N∑

i=1

µiyiφ(xi)
→w − w0

N∑

i=1

µiyi +
N∑

i=1

µi (4.93)

由于等式4.92，因而上式中包含 w0 的项为零。同时，根据等式4.91，上式中的 w→w可以表示
为
∑N

i=1 µiyiφ(xi)→w（正好等于上式右侧的第二项）。我们将等式4.91代入公式4.87之后，可以
得到原优化问题的对偶形式。该对偶问题以最大化为目标，其表达式如下：

J (µ) =
N∑

i=1

µi −
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

µiµjyiyjκ(xi,xj) (4.94)

s.t. µi ≥ 0, i = 1, . . . , N (4.95)
N∑

i=1

µiyi = 0 (4.96)

其中 κ(xi,xj) = φ(xi)→φ(xj)。采用这种基于核函数的对偶形式的优势在于，我们可以通过核
替换来避免在高维特征空间中进行显式的特征映射，甚至可以使用无限维的特征表示。在约束
条件中，公式4.95给出了拉格朗日乘子的定义域约束，而公式4.96则对应原始问题最优解应满足
的条件（即公式4.92）。对偶形式本身仍然是一个带约束的二次规划问题。无论从原始形式还是
对偶形式来看，标准支持向量机的优化问题都属于凸优化问题。其目标函数为凸二次函数（对
偶形式中为凹二次函数的最大化），约束条件均为线性约束，因此任意局部最优解都是全局最
优解。从理论上讲，该优化问题可以转化为标准形式的二次规划问题，并利用一系列经典优化
方法加以求解，例如内点法、有效集法、椭球法、增广拉格朗日法、梯度投影法等 [13]。然而，
当训练样本规模较大时，受制于计算和存储开销，直接采用这些方法往往不太可行。我们将在
第4.5节介绍更为高效的求解算法。

当完成二次规划问题的求解，并获得参数 µi的最优值后，我们可以用以下公式来对新样本
x进行预测：

f(x) =
N∑

i=1

µiyiκ(x,xi) + w0 (4.97)
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上式是将公式4.91中关于权重参数 w 的表达式代入原线性模型（公式4.78）的结果。值得注意
的是，对于 µi = 0的训练样本，在预测过程中不再参与计算（对应的样本也不需要保留），因而
支持向量机是一种核方法的稀疏化实现。对于偏置项 w0 的取值，由于任意一个支持向量 xi 都
满足公式4.82，即 yi

(
φ(xi)→w + w0

)
= yif(xi) = 1。我们将公式4.97代入该约束，可得：

yi

⎛

⎝
∑

xj∈S
µjyjκ(xi,xj) + w0

⎞

⎠ = 1 (4.98)

其中 S 表示支持向量的集合。虽然理论上可以选取任一支持向量 xi 来求解偏置项 w0，但为了
提高计算过程的数值稳定性，我们通常会使用所有支持向量来计算 w0的值。对上式两边同时乘
以 yi，并且利用 y2i = 1（因为 yi ∈ {−1, 1}）的性质，可以得到：

w0 =
1

NS

∑

xi∈S

⎛

⎝yi −
∑

xj∈S
µjyjκ(xi,xj)

⎞

⎠ (4.99)

其中NS 表示支持向量的数量。上式实际上是先用每个支持向量分别计算 w0的值，然后再取其
平均。在上述计算过程中，计算 f(xi)需要依赖 µi和 w0，而求解 w0又依赖于 µi，这似乎形成
了一个循环依赖关系。在实际求解最优问题时（详见第4.5节），在给定合适初值（通常都可以设
为零）的情况下，算法通常采用迭代更新的方式，交替调整 µi和 w0（更新某一参数时保持其他
参数的值不变），直至收敛。图4.5(a)展示了采用高斯核函数的支持向量机在二分类问题中的应
用示例。需要注意的是，支持向量机在原特征空间中所形成的决策边界可以是非线性的。

4.5 软间隔支持向量机

到目前为止，我们假设训练数据在特征空间 φ(x)中是线性可分的。然而，在实际应用中，
不同类别的样本在特征空间 φ(x)中的分布往往存在重叠区域，并不能做到完全线性可分。如果
仍然强行要求在训练数据上实现完全分离，反而可能导致过拟合，从而削弱模型在未见数据上
的泛化能力。为了解决这一问题，我们需要对此前介绍的支持向量机进行改进，使其能够允许
部分训练样本出现分类错误。改进的核心思想是在约束条件中引入松弛变量，从而将公式4.83所
示的不等式约束修改为：

yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
≥ 1− ξi (4.100)

其中 ξi ≥ 0为松弛变量，用于衡量第 i个样本违反约束条件的程度。如图4.4(b)所示，当 ξi = 0

时，与原约束条件相同，表示第 i个样本被正确分类，并且位于间隔之外或正好落在间隔边界
上（即为典型的支持向量）；当 0 < ξi ≤ 1时，样本仍然被正确分类，但其位置落入了间隔区域
之内；当 ξ > 1时，该样本已经越过决策边界，从而被误分类。之前的约束条件称为硬间隔，而
允许部分训练样本落入间隔区域甚至被误分类的约束形式，则被称为软间隔（Soft Margin）。软

132



郑骁庆著 4.5 软间隔支持向量机

间隔支持向量机的优化问题可以表示为：

arg min
w,w0,ξ

1

2
∥w∥2 + C

N∑

i=1

ξi (4.101)

s.t. yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
≥ 1− ξi, i = 1, . . . , N (4.102)

ξi ≥ 0, i = 1, . . . , N (4.103)

其中 ξ = (ξ1, . . . , ξN )→，而超参数 C > 0的大小反映了对违反约束样本的惩罚程度与增大间隔
之间的权衡。由于任何被误分类的样本都满足 ξi > 1，因此

∑N
i=1 ξi 可以视作误分类样本数量

的一个上界。当数据线性可分时，足够大的 C → ∞可以使软间隔解与硬间隔解一致，即模型
将不允许出现误分类样本。由此可见，硬间隔支持向量机是软间隔支持向量机的一个特例。而
当数据不可分时，增大 C 只能加强对违反间隔的惩罚。

我们的目标是在满足约束条件的前提下，最小化公式4.101所示的目标函数，其对应的拉格
朗日形式如下：

L(w, w0, ξ,µ,η) =
1

2
∥w∥2+C

N∑

i=1

ξi−
N∑

i=1

µi

(
yi(φ

(
xi)

→w + w0

)
− 1 + ξi

)
−

N∑

i=1

ηiξi (4.104)

其中拉格朗日乘子 µi ≥ 0和 ηi ≥ 0分别对应公式4.102和4.103所示的约束条件。需要注意的是，
约束条件 ξi ≥ 0的标准形式是 −ξi ≤ 0。将其乘以对应的拉格朗日乘子 ηi 并加入目标函数后，
使得

∑N
i=1 ηiξi这一项前为负号。相应的 KKT条件包括：

µi ≥ 0 (4.105)

yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
− 1 + ξi ≥ 0 (4.106)

µi

(
yi
(
φ(xi)

→w + w0

)
− 1 + ξi

)
= 0 (4.107)

ηi ≥ 0 (4.108)

ξi ≥ 0 (4.109)

ηiξi = 0 (4.110)

其中 i = 1, . . . , N。以上公式4.105至4.107对应于硬间隔情况下的 KKT条件（公式4.88至4.90），
公式4.108表示拉格朗日乘子的定义域约束，公式4.109给出了松弛变量的非负性约束，而最后一
项条件 ηiξi = 0 体现了互补松弛原则：对于每个样本，要么松弛变量 ξi = 0，即不等式约束
ξi ≥ 0到达边界，此时样本未违反约束，其对应拉格朗日乘子 ηi可以大于零；要么对应的拉格
朗日乘子 ηi = 0，此时样本允许被误分类或位于间隔之内。换言之，ξi和 ηi不能同时严格大于
零。互补松弛的含义是：只有当不等式约束在最优解处收紧（生效成为活跃约束）时，其对应
的拉格朗日乘子才可以非零，从而对优化产生影响，否则该乘子必须为零。在推导出对偶形式
之后，我们将进一步讨论互补松弛条件的必要性和作用。

将公式4.104中的目标函数 L(w, w0, ξ,µ,η)分别对 w、w0 和 ξi 求偏导，并令偏导数为零，
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我们可以得到以下等式（即驻点条件）：

w =
N∑

i=1

µiyiφ(xi) (4.111)

0 =
N∑

i=1

µiyi (4.112)

µi = C − ηi (4.113)

将公式4.111中求得的权重w表达式代入拉格朗日目标函数（公式4.104），并且结合公式4.112和
公式4.113，即可得到原最优化问题对应的对偶形式（以最大化为目标）：

J (µ) =
N∑

i=1

µi −
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

µiµjyiyjκ(xi,xj) (4.114)

s.t. 0 ≤ µi ≤ C, i = 1, . . . , N (4.115)
N∑

i=1

µiyi = 0 (4.116)

我们来分析一下拉格朗日乘子 µi 取不同值时所对应的情形：当 µi = 0时，由公式4.111可知，
该样本对权重向量 w 没有贡献，同时在对偶优化目标函数（公式4.114）中也不起作用。因此，
该样本不会成为支持向量；当 µi > 0且 µi < C时，根据公式4.113可知，必然有 ηi > 0。结合互
补松弛条件 ηiξi = 0，可以推知 ξi = 0。再由约束条件4.107，推出 yi

(
φ(xi)→w + w0

)
− 1 = 0，

说明该样本正好位于间隔边界上，因而它是一个典型的支持向量；当 µi > 0且 µi = C 时，由
公式4.113可知，此时必然有 ηi = 0。根据互补松弛条件，ξi的取值可以大于零，即允许该样本
被误分类（即 ξi > 1）或落入间隔内（即 ξi ≤ 1）。从以上分析可以看出，互补松弛条件 ηiξi = 0

在软间隔支持向量机中起到了区分不同类型支持向量的作用，一类正好位于间隔边界上，而另
一类样本不受间隔的限制，允许其落入间隔内或甚至被误分类。对于后一类样本，在以拉格朗
日形式表示的优化问题（公式4.104）中，其违反间隔的程度由松弛变量 ξi衡量，并通过常数 C

对违反情况进行线性惩罚。
与硬间隔支持向量机的情况类似，我们同样利用公式4.82来求解偏置项 w0。具体来说，w0

由那些满足 yi
(
φ(xi)→w + w0

)
= 1条件的样本确定。这类样本的松弛变量 ξi = 0，且其拉格朗

日乘子满足 0 < µi < C，即它们正好位于间隔边界上。这类样本通常称为自由支持向量（Free
Support Vectors）。

设M表示所有拉格朗日乘子满足 0 < µi < C 的自由支持向量所组成的集合，则对于其中
任意一个样本，都有：

yi

(
N∑

i=1

µjyjκ(xi,xj) + w0

)
= 1 (4.117)

其中N 为训练样本的数量。需要注意的是，上式中的求和包含所有训练样本，但由于非支持向
量对应的拉格朗日乘子为零，因此实际计算时只需要考虑所有满足 µj > 0的支持向量。
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由上式可以求得偏置项 w0。为了减小数值计算误差，通常会对多个自由支持向量计算得到
的偏置项取平均，从而获得更稳定的估计结果：

w0 =
1

NM

∑

xi∈M

(
yi −

N∑

i=1

µjyjκ(xi,xj)

)
(4.118)

其中 NM 表示典型支持向量的数量，即那些对应拉格朗日乘子满足不等式 0 < µi < C 的支持
向量的个数。

将求得的权重向量 w =
∑N

i=1 µiyiφ(xi)和偏置项 w0 代入公式4.78之后，我们可以得到与
硬间隔支持向量机形式类似的预测公式：

f(x) =
N∑

i=1

µiyiκ(x,xi) + w0 (4.119)

在对新的未见样本进行预测时，只需保留训练集中对应拉格朗日乘子 µi > 0的支持向量。
虽然对新输入样本进行预测仅依赖支持向量，但在训练阶段确定模型参数的过程中，需要

利用整个训练数据集。因此，高效求解支持向量机所涉及二次规划问题对于实际应用至关重要。
然而，直接采用通用的二次规划求解器通常并不可行。因为这类方法在计算复杂度和内存开销
方面过于庞大，难以处理大规模训练数据集。为此，已经提出了一系列改进算法，其核心思想是
将原始的大规模优化任务分解为一系列规模更小的子问题，并通过在这些子问题上的迭代更新
逐步逼近最优解，直至整体收敛。在已有的求解方法中，序列最小优化 SMO（Sequential Minimal
Optimization）是一种具有代表性的算法 [58]。该方法在每次迭代时仅选择两个拉格朗日乘子进
行更新，从而将子问题简化为一个具有闭式解析解的二次规划问题。这种设计显著降低了计算
复杂性，使得支持向量机能够在较大规模的数据集上高效训练。

具体而言，SMO算法首先对预测公式4.119中的参数 µ和 w0进行初始化。最常见的做法是
将它们的初始值统一设为零。然后进入迭代更新阶段。在每次迭代中，算法采用启发式方法选
择一对拉格朗日乘子 µi和 µj。其中，第一个 µi一般选择违背 KKT条件（即公式4.105至4.107）
程度最大的乘子，第二个则选择使目标函数改进最大的乘子。后一个乘子常见的选择策略是选
取使预测误差差异 |ei − ej |最大的样本 j，其中 ei = f(xi)− yi表示第 i个样本在当前参数下的
预测误差。之所以采用这样的选择策略，是因为预测误差差异与参数的更新步长成正比（可由
闭式解析解推出），从而能够带来更快的目标函数改进。如果无法找到符合条件的样本 j，则随
机选择一个样本。当仅考虑 µi和 µj，并固定其他所有参数时，约束条件公式4.116可以改写为：

µiyi + µjyj = r (4.120)

其中 r = −
∑

k )=i,j µkyk。由此可以将 µj 用 µi来表示：

µj =
r − µiyi

yj
(4.121)

将该表达式代入目标函数公式4.114后，并在其他参数固定的情况下，优化问题被简化为一个关
于 µi 的单变量二次规划问题，相关的约束是 0 ≤ µi ≤ C。这一优化问题具有闭式解析解，因
此可以高效求解。得到新的 µi和 µj 后，再利用公式4.118更新偏置项 w0。按照上述步骤不断迭
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代，当所有训练样本违反 KKT条件的程度均在允许的容忍范围之内时，算法即可停止。最终，
所有满足 µi > 0的样本将作为支持向量。不过在实际应用中，通常会要求 µi显著大于零。对于
数值上接近零的乘子，对应的样本也会被舍弃，以避免引入冗余的支持向量。

支持向量机本质上是一种二分类模型。但在实际应用中，我们往往需要处理类别数 K > 2

的多分类问题。正如第3.5节中介绍的那样，常见的思路是通过构建多个二分类器，并将它们以
适当方式组合，从而将二分类模型推广到多分类场景。常用的构建策略主要有三类：“一对其
余”、“一对一”和 “最大值判决”。注意，前两种策略可能在某些区域出现类别无法判定的情况。
使用 “一对其余”策略时，每次训练将某个类别的样本作为正样本，并将其余所有类别的样本作
为负样本。最终训练出K 个二分类器。但这种策略在应用时会面临两个主要问题：一是不同二
分类器可能会给出相互冲突的预测结果；二是在构建每个二分类器时，会面临类别样本数量严
重不平衡的问题。针对第一个问题，有时会采用如以下公式所示的 “最大值判决”策略：

f(x) = argmax
k

fk(x) (4.122)

其中 fk(x)是第 k 个二分类器的输出得分。该策略选择输出值最大的分类器所对应的类别作为
最终的预测结果。不过，这又带来了另一个问题。由于不同分类器在数据集的不同划分上单独
训练，不同分类器的输出值并不能保持相同的尺度，因此直接比较各二分类器的预测得分并不
可靠。对于类别不平衡问题，一个常用的改进方法是调整目标值：将正样本的目标设为 1，而将
负样本的目标设为 −1/(K − 1)，其中 K 是类别总数。这样可以在一定程度上缓解样本比例失
衡带来的不利影响。另一种常用的改进方法是对不同类别设置不同惩罚系数 C。对于 “一对一”
策略，则需要为每一对类别训练一个二分类器，共需训练K(K − 1)/2个分类器。在预测时，所
有分类器分别给出预测结果，最终类别由 “少数服从多数”的原则确定。尽管这一策略可以减轻
一对其余所引入的数量失衡，但由于训练和预测过程中需要使用更多的二分类器，当类别数量
较多时，其计算开销较大。在实际应用中，“一对其余”策略由于实现简单、计算开销相对较小，
往往是支持向量机扩展到多分类任务时的常用选择。

4.6 回归支持向量机

我们现在将支持向量机的方法扩展到回归问题，并且依然保留其稀疏性的特点，即模型的
参数仅由一部分训练样本决定。在基本的线性回归模型中，最优目标是最小化一个带有正则化
项的均方误差损失函数，其形式为：

N∑

i=1

(yi − f(xi))
2 +

λ

2
∥w∥2 (4.123)

为了获得稀疏解，我们将均方误差损失函数替换为 ε-容忍误差函数（ε-insensitive Error Function），
即当某个样本的预测值 f(xi)与目标值 yi 之间差异的绝对值小于 ε时，其损失为零；而当差异
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(a) (b)

图 4.5: 支持向量机应用示例。支持向量用蓝色圆圈标出。(a)采用高斯核函数的硬间隔支持向量
机用于二分类问题。两类样本分别用绿色和橙色圆点表示。红色实线表示决策边界，黑色虚线
表示分类间隔边界。注意，支持向量机在原特征空间的决策边界可以是非线性的。(b)采用高斯
核函数的支持向量机用于回归问题，对函数 sin(2φx)进行拟合。红色虚线表示预测曲线。

绝对值超过 ε时，损失则随着差异程度呈线性增长。一种常用的 ε-容忍误差函数可以表示为：

Lε(yi − f(xi)) =

⎧
⎨

⎩
0, 当 |yi − f(xi)| ≤ ε

|yi − f(xi)|− ε, 当 |yi − f(xi)| > ε
(4.124)

该损失函数如图4.6(a)所示。为了便于比较，图中还同时显示了均方误差损失函数的曲线。
加上正则化项之后，ε-容忍误差的损失函数可以表示为：

C
N∑

i=1

Lε(yi − f(xi)) +
1

2
∥w∥2 (4.125)

其中 f(x) = φ(x)→w+w0。按照惯例，在支持向量机的目标函数中，我们将原来的正则化系数
λ替换为 C，并将其置于误差项前。C 的数值大小与 1/λ相对应，C 的值越大，模型越倾向于
拟合训练数据；而 C 的值越小，则正则化作用越强。

与软间隔支持向量机类似，我们可以引入松弛变量来改写回归问题的目标优化函数。对于
每一个样本 xi，定义两个非负的松弛变量 ξ+i ≥ 0和 ξ−i ≥ 0，分别表示预测结果的误差超出容
忍区间时，仍低于或高于目标值的额外偏差。当 yi > f(xi) + ε时，有 ξ+i > 0且 ξ−i = 0，使得
yi ≤ f(xi) + ε+ ξ+i ；当 yi < f(xi)− ε，有 ξ+i = 0且 ξ−i > 0，使得 yi ≥ f(xi)− ε− ξ−i 。其中，
ε > 0是一个超参数，用于控制误差的容忍区间。若预测误差的绝对值小于 ε，则有 ξ+i = ξ−i = 0。
各种偏差情况如图4.6(b)所示。
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(a) (b)
0 −""

损失
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#(%) + "
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图 4.6: ε-容忍误差损失函数及其在回归支持向量机中的作用。(a)红线表示 ε-容忍误差损失函数。
在容忍区间 [−ε, ε]内，损失为零；超出容忍区间时，损失随差异绝对值线性增长。为便于对比，
图中绿色曲线表示均方误差损失函数。(b)回归支持向量机示意图。红线表示预测曲线，淡红色
区域表示 ε-容忍区间。位于容忍区间上方的样本点对应 ξ+ > 0且 ξ− = 0；位于容忍区间下方
的样本点对应 ξ+ = 0且 ξ− > 0；位于容忍区间内的样本点则有 ξ+ = ξ− = 0。

在引入松弛变量之后，回归支持向量机的损失函数可以表示为：

arg min
w,w0,ξ

C
N∑

i=1

(ξ+i + ξ−i ) +
1

2
∥w∥2 (4.126)

s.t. yi ≤ f(xi) + ε+ ξ+i , i = 1, . . . , N (4.127)

yi ≥ f(xi)− ε− ξ−i , i = 1, . . . , N (4.128)

ξ+i ≥ 0, i = 1, . . . , N (4.129)

ξ−i ≥ 0, i = 1, . . . , N (4.130)

其中 ξ = (ξ+, ξ−)，而 ξ+ = (ξ+1 , . . . , ξ
+
N )且 ξ− = (ξ−1 , . . . , ξ

−
N )。对每个约束条件分别引入相应

的拉格朗日乘子后，可以得到如下拉格朗日形式：

L(w, w0, ξ,µ,η) = C
N∑

i=1

(ξ+i + ξ−i ) +
1

2
∥w∥2 −

N∑

i=1

µ+
i (f(xi)− yi + ε+ ξ+i )

−
N∑

i=1

µ−
i (yi − f(xi) + ε+ ξ−i )−

N∑

i=1

(η+i ξ
+
i + η−i ξ

−
i ) (4.131)

其中 µ = (µ+,µ−)，η = (η+,η−)。在公式4.131中，我们以 φ(xi)→w+w0代替 f(xi)，然后将
目标函数 L(w, w0, ξ,µ,η)分别对 w、w0、ξ+i 和 ξ−i 求偏导，并令偏导数为零，我们可以得到
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以下等式（即驻点条件）：

w =
N∑

i=1

(µ+
i − µ−

i )φ(xi) (4.132)

0 =
N∑

i=1

(µ+
i − µ−

i ) (4.133)

C = µ+
i + η+i (4.134)

C = µ−
i + η−i (4.135)

我们将等式4.132代入公式4.131后，即可得到原优化问题的对偶形式。该对偶问题以最大化
为目标，其表达式如下所示：

J (µ) = −1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

(µ+
i − µ−

i )(µ
+
j − µ−

j )κ(xi,xj)

+
N∑

i=1

yi(µ
+
i − µ−

i )−
N∑

i=1

ε(µ+
i + µ−

i ) (4.136)

s.t. 0 ≤ µ+
i ≤ C, i = 1, . . . , N (4.137)

0 ≤ µ−
i ≤ C, i = 1, . . . , N (4.138)

N∑

i=1

(µ+
i − µ−

i ) = 0 (4.139)

其中 κ(xi,xj) = φ(xi)→φ(xj)表示核函数。不等式约束4.138来源于公式4.134以及拉格朗日乘
子非负性条件 η+i ≥ 0，不等式约束4.139来源于公式4.135以及拉格朗日乘子非负性条件 η−i ≥ 0，
而等式约束4.139则继承自驻点条件4.133。相应的 KKT条件包括：

µ+
i ≥ 0 (4.140)

f(xi)− yi + ε+ ξ+i ≥ 0 (4.141)

µ+
i (f(xi)− yi + ε+ ξ+i ) = 0 (4.142)

µ−
i ≥ 0 (4.143)

yi − f(xi) + ε+ ξ−i ≥ 0 (4.144)

µ−
i (yi − f(xi) + ε+ ξ−i ) = 0 (4.145)

η+i , η
−
i ≥ 0 (4.146)

ξ+i , ξ
−
i ≥ 0 (4.147)

(C − µ+
i )ξ

+
i = 0 （即 η+i ξ

+
i = 0） (4.148)

(C − µ−
i )ξ

−
i = 0 （即 η−i ξ

−
i = 0） (4.149)

公式4.140至公式4.142，以及公式4.143至公式4.145均以三个约束一组同时出现。公式4.148所示
的 KKT条件，是将驻点条件4.134（即 η+i = C − µ+

i ）代入原 KKT条件 η+i ξ
+
i = 0之后得到的。
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同理，也可得 KKT条件4.149。
从上述 KKT条件出发，我们可以得到一些有用的结论。首先，由公式4.142可知，拉格朗日

乘子 µ+
i 仅当 f(xi)− yi + ε+ ξ+i = 0成立时才可能取非零值。此时，对应的样本要么位于容忍

区间的上边界（即 ξ+i = 0），要么位于容忍区间之外的上方（即 ξ+i > 0）。同理，当 µ−
i 取非零值

时，则必须满足 yi − f(xi) + ε+ ξ−i = 0，对应的样本要么位于容忍区间的下边界（即 ξ−i = 0），
要么位于容忍区间之外的下方（即 ξ−i > 0）。此外，对于每个样本 xi，对应的两个乘子 µ+

i 和
µ−
i 不可能同时取非零值。因为如果两者同时大于零，则必须同时满足 f(xi) − yi + ε + ξ+i = 0

和 yi− f(xi)+ ε+ ξ−i = 0。将两式相加得 2ε+ ξ+i + ξ−i = 0，然而由于 ε > 0，ξ+i ≥ 0和 ξ−i ≥ 0，
2ε+ ξ+i + ξ−i 必然严格大于零，这与等式相矛盾，因而是不可能的。

将公式4.132代入到 f(x) = φ(x)→w + w0，我们即可得到对于新样本的预测公式：

f(x) =
N∑

i=1

(µ+
i − µ−

i )κ(x,xi) + w0 (4.150)

其中偏置w0可以通过满足 0 < µ+
i < C的样本来计算。根据KKT条件4.148，即 (C−µ+

i )ξ
+
i = 0，

若 0 < µ+
i < C，则必然有 ξ+i = 0。再结合公式4.142，即 µ+

i (f(xi)− yi + ε+ ξ+i ) = 0，可推出
f(xi)− yi + ε = 0。由此可得：

w0 = yi − ε− φ(xi)
→w

= yi − ε−
N∑

j=1

(µ+
j − µ−

j )κ(xi,xj) (4.151)

理论上，只需任意选择一个满足 0 < µ+
i < C 的样本即可计算 w0。但在实际应用中，通常会选

取所有满足该条件的样本，分别通过上式求得 w0的值，并取其平均作为最终结果，以提高估计
的可靠性。由预测公式4.150可知，支持向量是那些对应乘子 µ+

i ̸= 0或 µ−
i ̸= 0的样本。而对于

µ+
i = µ−

i = 0的样本，即落在容忍区间之内的样本，由于其不参与模型预测，因此可以被舍弃。
由此可见，回归支持向量机同样具有稀疏性，其预测阶段仅需计算与支持向量相关的项，从而
有效降低了计算复杂度和存储开销。回归支持向量机的训练同样可以采用第4.5节介绍的 SMO
算法来求解。使用该方法对函数 sin(2φx)进行拟合的示例如图4.5(b)所示。
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主要符号表

数学符号

x 向量
y 标量
D 向量维度
xj 向量的第 j 个分量（向量分量为标量）
f 输入到输出的某种映射
X→ 矩阵转置
X−1 逆矩阵
|X| 矩阵的行列式
tr(X) 矩阵的迹（矩阵所有特征值之和，也等于主对角线元素的总和）
ln 以自然常数 e为底的对数
ex或 exp(x) 自然常数 e的指数函数
f ′(x) 一阶导数
f ′′(x) 二阶导数
∇f(x) 一阶梯度（梯度向量）
∇2f(x) 二阶梯度（海森矩阵）
∂f(x)
∂x 一阶偏导

∂2f(x)
∂x2 二阶偏导

机器学习

D 数据集
N 样本数量
xi 第 i个训练样本
yi 第 i个训练样本对应的输出
κ(x,x′) 核函数
L(·) 损失函数
J (·) 目标函数或代价函数
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概率统计

E[x] 均值或期望
Var[x] 方差
Cov[x, z] 随机变量 x和 z之间的协方差
!(z) 伽玛函数
N (x|µ,σ2) 高斯分布，其中 µ为均值，σ为标准差
N (x|µ,λ−1) 高斯分布，其中 µ为均值，λ为精度
Bern(x|µ) 伯努利分布
Bin(k|µ,N) 二项分布
Beta(µ|α,β) 贝塔分布
Poisson(k|λ) 泊松分布
Exp(λ|β) 指数分布
Gamma(λ|α,β) 伽玛分布，其中 α为形状参数，β 为逆尺度参数
Mult(m|µ, N) 多项分布
Dir(µ|α) 狄利克雷分布
N (x|µ,Σ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Σ为协方差矩阵
N (x|µ,Λ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
W(Λ|W, η) 威沙特分布，其中W为尺度矩阵，η为自由度
NormalGamma(µ,λ|φ, ν,α,β) 高斯-伽玛分布
NormalWishart(µ,Λ|υ, ν,W, η) 高斯-威沙特分布
St(x|µ, τ, η) 学生氏分布，其中 µ为均值，τ 为精度，η为自由度
St(x|µ,Λ, η) 多维学生氏分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
Laplace(x|µ, τ) 拉普拉斯分布，其中 µ为位置参数，τ 为尺度参数
χ2(x|η) 卡方分布，其中 η为自由度
U(x|a, b) 连续型均匀分布，其中 a为下界、b为上界 (a < b)

H[x] 信息熵，其中 x为随机变量
H[y|x] 条件熵，其中 x和 y为随机变量
H[p, q] 分布 p和 q之间的交叉熵
DKL(p||q) 分布 p和 q之间的 KL散度
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