
第 2章 机器学习的概率论基础

2.1 频率学派和贝叶斯学派

统计学家对于概率的认识也存在分歧，分为频率学派（Frequentism）和贝叶斯学派（Bayesian）
两种主要流派。在频率学派的解释中，首先要定义随机实验，随机实验的所有可能结果的集合
被称为该实验的样本空间。事件被定义为样本空间的一个子集。对于任何给定的事件，一次实
验中只有发生或不发生两种可能。通过多次实验，我们可以观察并计算事件发生的频率。随着
实验次数的增加，频率趋于稳定，这个稳定值就被视为事件的概率。因此，概率被定义为实验
次数趋向无穷时频率的极限值。而按贝叶斯学派的观点，概率被理解为对事件发生的信念程度
（The Degree of Belief）。它用来量化我们对事件发生的不确定性，这种不确定性的衡量基于我们
所掌握的相关信息，而并不一定要求存在可重复的随机实验。这些信息不仅来源于我们对实际
结果的观察，还包括了我们对事件发生可能性的先验知识。

机器学习中，频率学派和贝叶斯学派的差别主要表现在参数估计的方法及其结果上。我们
以经典的投掷硬币为例来简单介绍他们的不同之处。假设有一枚没有经过特殊处理的正常硬币，
每次投掷可能出现正面朝上或反面朝上两种结果之一。这个例子中，我们只需要估计一个参数，
即正面朝上的概率（记为 µ），那么反面朝上的概率则为 1−µ。假设投掷了三次硬币，其中两次
正面朝上，一次反面朝上。采用最大似然估计，µ的估计值为 2/3，因为在三次投掷中，有两次
正面朝上。而贝叶斯学派的方法则不同，会先为参数 µ设定一个先验分布，表示我们没有进行
实验（即实际投掷硬币）之前对于硬币正面朝上发生可能的信念。对于一个正常的硬币，经验
告诉我们正面向上的概率约为 1/2。贝叶斯方法会将观察到的实验结果用于更新先验分布，从
而得到参数 µ的后验分布（具体过程见2.2节）。如果采用贝塔先验分布（详见下文），µ的后验
点估计值会在 1/2和 2/3之间，即介于先验估计和仅考虑实验结果的频率估计这两种极端之间。

理论上，当硬币投掷次数足够多时，两种方法对参数 µ的估计会收敛到相同的值。频率会
趋于稳定，先验分布的影响则随着实验次数的增加不断减弱。但在实践中，基于成本和时间等
因素，不可能进行过多的实验。因此，相较于频率学派，贝叶斯方法不仅能够结合先验信息和
样本信息（实验结果），并且在先验分布选择合理的情况下，所得到的参数估计更为保守和稳健。
贝叶斯方法的另一项特点是能够较为自然地描述特定单次事件的不确定性。例如，我们希望估
计 2050年北极冰盖完全消融的概率。类似事件或许在地球漫长的历史中出现过，但我们不可能
在短时间内让同一个未来事件反复发生，因而无法通过反复观察该事件本身，从而获得其发生
频率。然而，我们可以让研究北极冰盖消融的专家给出冰盖消融速度的估计（先验信息），然后
结合近几年或未来几年实际消融速度的测量值（样本信息），利用贝叶斯公式得到后验估计。这
个过程还可以不断迭代，将之前的后验估计作为下一阶段的先验估计，采集更多样本信息，不
断修正先验以获得新的后验分布。这种方法让我们能够动态地调整对北极冰盖消融速度的估计，
从而及时有效地采取必要的措施来预防和应对全球性环境变化可能带来的潜在危害。



郑骁庆著 2.1 频率学派和贝叶斯学派

统计学家伦纳德·吉米·萨维奇（Leonard Jimmie Savage）通过以下三个例子说明先验信息
的重要性 [66]：

一位爱喝奶茶的女士声称她能够辨别出任何一杯奶茶在制作过程中是先倒入茶还是先倒
入牛奶。在十次测试中，她每次都正确判断出奶和茶的添加顺序。
一位音乐家声称他仅凭一页乐谱就能够区分出是海顿还是莫扎特的作品。在十次测试中，
他每次都做出了正确的判断。
一位喝醉的朋友声称他能预测一枚正常硬币被投掷后哪一面朝上。同样地，在十次测试中，
他每次都给出了正确的预测。
采用经典统计学的假设检验方法来判断上述三位是否具备其所声称的能力时，我们一般先

做出某个假设，然后通过观察实验结果来推断这个假设是否合理，即判断实验结果与假设是否
有显著的差异。如果没有显著的差异，则我们没有足够的证据拒绝原假设；反之，则可以否定该
假设。对于以上三个例子，我们一般将他们不具备所声称的能力（即他们每次都是猜的）作为
原假设或零假设（Null Hypothesis），然后根据测试结果进行推断。如果这个假设是合理的，那么
测试结果应服从十次、且每次猜中概率为 50%的二项分布（详见2.2节），这十次测试中猜中的
次数与对应的概率如图2.1所示。从图中可以看出，如果假设他们每次测试时都是猜的，十次都
猜中的概率仅为 0.098% (0.510)。英国统计学家罗纳德·艾尔默·费希尔（Ronald Aylmer Fisher）
建议将假设检验中显著性水平定为 5%（当然也可以根据具体情况确定显著性水平）。这意味着，
如果在原假设成立的条件下，观察到当前检验结果的概率小于所设定的显著性水平，我们应拒
绝原假设。在上述三个例子中，如果仅靠猜测，出现相应测试结果的概率都非常小，并且均低
于所设定的显著性水平。因此，我们有理由拒绝他们仅靠猜测获得这些结果的原假设，并认为
这些测试结果为他们具备所声称的能力提供了统计学证据。
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图 2.1: 十次测试中猜中次数与发生概率的对应关系。在十次测试中，每次测试的结果只有正确
或错误两种可能，并且正确和错误发生的概率相同（均为 50%）。
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我们使用经典的假设检验探讨了这三个例子，虽然它们在统计意义上无差别，但人们对这
三个例子的解读却大相径庭。对于第二个音乐家的例子，我们没有理由怀疑该音乐家具备这样
的能力。对于第三个例子，即一个醉酒的朋友能够准确预知硬币投掷的结果，大多数人会认为
这是不可能的，仅仅是极度运气使然。这种强烈的先验知识让我们忽略测试的结果。而在第一
个爱喝奶茶的女士的例子中，不同人有不同的看法，取决于他们的生活经验所带来的先验知识。
在这三个统计意义上相同的情形中，先验信息显然不能被忽视。贝叶斯分析就是一种系统地引
入先验信息并加以利用的统计方法。本书在基于统计的模型参数估计方面，将主要介绍贝叶斯
学派的方法，并讨论其在机器学习中的应用。

2.2 伯努利分布与二项分布

我们先从最简单的只能取两种值的离散随机变量开始。仍然以投掷硬币为例，但这次所使
用的硬币可能由于制造缺陷或人为干预等原因存在质量分布不均匀的情况，导致其两面的出现
概率不一定相同。我们希望通过多次观察硬币的投掷结果，来估计硬币正面和反面朝上的概率。
用随机变量 x ∈ {0, 1}表示硬币投掷的结果。当 x = 1时，表示正面朝上；而 x = 0时，则表示
反面向上。设 µ为正面朝上的概率，该随机变量 x的概率函数（Probability Function）为：

Bern(x|µ) = µx(1− µ)1→x (2.1)

这就是伯努利分布（Bernoulli Distribution）。显然，当 x = 1时（正面朝上），其概率为 µ，而当
x = 0时（反面朝上），其概率为 1− µ。伯努利分布的均值与方差分别为：

E[x] = µ (2.2)

Var[x] = µ(1− µ) (2.3)

伯努利分布的均值比较容易推导，可以直接代入离散随机变量期望的计算公式：

E[x] = 1× p(x = 1|µ) + 0× p(x = 0|µ)

= 1× µ+ 0× (1− µ)

= µ

离散随机变量方差的定义为：
Var[x] = E[(x− E[x])2] (2.4)

根据期望的性质，以及 E[x]是一个常数，可以得到计算方差的另一种一般相对简便的方法：

Var[x] = E[(x− E[x])2]

= E[x2 − 2xE[x] + E[x]2]

= E[x2]− 2E[x]E[x] + E[x]2

= E[x2]− E[x]2
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郑骁庆著 2.2 伯努利分布与二项分布

对于伯努利分布，E[x2]计算如下：

E[x2] = 12 × p(x = 1|µ) + 02 × p(x = 0|µ)

= 1× µ+ 0× (1− µ)

= µ

使用计算方差的简便方法，伯努利分布的方差计算公式2.3推导如下：

Var[x] = E[x2]− E[x]2

= µ− µ2

= µ(1− µ)

如果我们要计算在 N 次硬币投掷中，正面朝上的结果为 k（k ≤ N）次的概率，就要使用
二项分布 (Binomial Distribution)。其概率函数为：

Bin(k|µ,N) =

(
N

k

)
µk(1− µ)N→k (2.5)

其中被称为二项式系数（Binomial Coefficient）的
(

N

k

)
=

N × (N − 1)× · · ·× (N − k + 1)

k × (k − 1)× · · ·× 1
=

N !

k!(N − k)!
(2.6)

表示从 N 个物品中随机选取 k 个，共有多少种取法。公式2.6中间那项的分子表示在考虑物品
取出顺序的情况下，取出 k个物品所有可能的取法。除以分母的 k!用于消除物品选择顺序所带
来的重复计数（每一组 k 个物品的组合，存在 k!种不同的排列方式）。服从二项分布的随机变
量 k不考虑N 次测试中结果出现的顺序，并且要求不同测试是相互独立的，即每次测试结果不
受其他测试结果的影响。投掷硬币的例子显然满足独立性要求，因为前一次投掷的结果（无论
是正面还是反面）不会影响到后一次投掷的结果。伯努利分布是二项分布的一种特例，即只进
行一次测试（N = 1）。

二项分布的均值和方差分别为：

E[k] ≡
N∑

k=0

k Bin(k|µ,N) = Nµ (2.7)

Var[k] ≡
N∑

k=0

(k − E[k])2Bin(k|µ,N) = Nµ(1− µ) (2.8)

除了直接使用离散随机变量的均值和方差定义进行计算外，我们还可以利用以下均值和方差的
性质方便地获得相同的结果。假设两个随机变量 x和 z 是相互独立的，那么它们相加后的均值
和方差分别为：

E[x+ z] = E[x] + E[z] (2.9)

Var[x+ z] = Var[x] + Var[z] (2.10)

考虑到每次测试都是相互独立的，并且已知伯努利分布的均值方差分别为 µ和 µ(1− µ)，可以
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郑骁庆著 2.2 伯努利分布与二项分布

应用公式2.9和2.10推导出二项分布的均值和方差分别为 Nµ和 Nµ(1− µ)。对于公式2.9，可以
从均值的定义直接推导出来，并且无论随机变量 x和 z 是否独立都成立。这一性质被称为期望
的线性性质（Linearity of Expectation），即对于任意多个随机变量，它们的和的期望等于各自期
望的和。至于公式2.10，从方差的定义出发，我们可以得到以下的推导过程：

Var[x+ z] = E[((x+ z)− E[x+ z])2]

= E[((x+ z)− E[x]− E[z])2] （期望的线性性质）

= E[(x− E[x] + z − E[z])2]

= E[(x− E[x])2 + 2(x− E[x])(z − E[z]) + (z − E[z])2] （平方项展开）

= E[(x− E[x])2] + 2E[(x− E[x])(z − E[z])] + E[(z − E[z])2]

= Var[x] + 2Cov[x, z] + Var[z]

= Var[x] + Var[z] （设 Cov[x, z] = 0）

其中 Cov[x, z]表示随机变量 x和 z之间的协方差（Covariance），用于衡量它们之间的相关程度。
稍后我们将证明，当两个随机变量相互独立时，它们的协方差为零，则公式2.10得证。从协方差
的定义 Cov[x, z] = E[(x−E[x])(z −E[z])]可以看出，它量化了两个随机变量偏离均值的程度及
方向上的同步性。具体而言，如果两个随机变量的协方差为正值，那么当一个变量的值增加时，
另一个变量的值通常也会按照一定的比例增加；如果协方差为负值，则一个变量的增加往往伴
随着另一个变量按比例减少。这种按比例的增减变化体现了变量之间的线性关系。此外，对协
方差进行标准化可以得到相关系数，用于衡量两个随机变量之间线性相关性的方向和强弱。相
关系数的绝对值越大，表明线性相关性越强；绝对值越小，则表明线性相关性越弱。当相关系
数接近于零时，说明两个随机变量之间的线性相关性较弱，但不意味着它们之间不存在其他形
式的相关关系。如果两个随机变量相互独立，那么它们的协方差为零。其证明过程如下：

Cov[x, z] = E[(x− E[x])(z − E[z])] （协方差定义）

= E[xz − zE[x]− xE[z] + E[x]E[z]]

= E[xz]− E[z]E[x]− E[x]E[z] + E[x]E[z] （期望的线性性质）

= E[x]E[z]− E[x]E[z] （x和 z相互独立）

= 0

伯努利分布和二项分布均依赖于参数 µ，现在我们开始讨论如何估计这一参数的值。假设
对硬币进行了N 次投掷，其结果记为D = {x1, . . . , xN}，其中 xi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . , N}。考虑
到每次投掷的结果是相互独立的，我们可以认为每个 xi都是独立地从参数 µ确定的分布 p(x|µ)
中抽样出来的，那么数据集 D的似然函数可以表达成以下形式：

p(D|µ) =
N∏

i=1

p(xi|µ) =
N∏

i=1

µxi(1− µ)1→xi (2.11)

显然，每一次硬币投掷可以视为一次伯努利实验。因此，对于以上似然函数中的 p(xi|µ)，我们
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郑骁庆著 2.2 伯努利分布与二项分布

可以用伯努利分布的概率函数（公式2.1）代入。按照频率学派的方法，我们只要找到使得上述
似然函数最大化的参数 µ的值。为了简化计算过程，通常对似然函数取对数。这一步骤将比较
难处理的连乘运算转换为加和运算（因为对数函数是单调递增的，因此它不会改变参数最大化
的极值点）。对数形式的似然函数为：

ln p(D|µ) =
N∑

i=1

ln p(xi|µ) =
N∑

i=1

{xi lnµ+ (1− xi) ln(1− µ)} (2.12)

上式对 µ求导数，并让导数等于零来求其极值：
N∑

i=1

(
xi
µ
− 1− xi

1− µ

)
= 0 ⇒

N∑

i=1

(
xi − µ

µ(1− µ)

)
= 0 ⇒

N∑

i=1

xi −Nµ = 0 ⇒

µ =
1

N

N∑

i=1

xi

以上对参数 µ的最大似然估计（Maximum Likelihood Estimation）的结果就是在多次测试中硬币
正面朝上的次数占总投掷次数N 的比例。假设我们进行了 3次硬币投掷测试，并且每次结果都
是正面朝上。现在让我们根据目前的观测结果来预测之后的硬币投掷结果。根据最大似然估计，
我们得到 µ = 1，即认为之后所有投掷结果都是正面朝上。这显然与我们的常识相悖。从机器
学习的角度来看，最大似然估计在这种极端情况下容易导致过拟合现象。

采用贝叶斯方法，先要为参数 µ选择一个先验分布，然后结合似然函数计算 µ的后验分布。
在选择先验分布时，使用与后验分布相同形式的先验分布可以简化计算过程。对于给定的似然
函数，如果后验分布与先验分布的形式相同，则先验分布与后验分布被称为共轭分布（Conjugate
Distribution），而先验分布被称为似然函数的共轭先验（Conjugate Prior）。值得注意的是，共轭
关系是指在给定的似然函数条件下，判断后验分布与先验分布是否具有相同的函数形式。对于
多次投掷硬币的例子，其似然函数就是二项分布的概率函数（公式2.5），该概率函数其实就等
于之前最大似然估计所使用的似然函数（公式2.11）乘以一个二项式系数。因为这个二项式系数
是与 µ无关的常数，在进行最大似然估计时忽略它并不影响参数 µ的计算结果。在二项分布中，
引入二项式系数的目的是为了实现概率的归一化，以确保所有可能结果的概率之和等于 1。

根据贝叶斯公式，我们可以推导出后验分布正比于先验分布和似然函数的乘积：

p(µ|D)︸ ︷︷ ︸
后验分布

∝ p(D|µ)︸ ︷︷ ︸
似然函数

p(µ)︸︷︷︸
先验分布

(2.13)

上式右侧是随机变量 µ和数据集 D的联合概率分布 p(D, µ)的一种分解方式，而左侧可以看成
该联合分布另一种分解方式 p(µ|D)p(D)忽略 p(D)项后的结果。能够忽略这项的原因是，对于
任何参数估计方法，数据集 D 是给定的，其出现概率 p(D)并不会影响参数估计的值。需要注
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郑骁庆著 2.2 伯努利分布与二项分布

意的是，似然函数并不是概率分布（对参数 µ求积分并不一定等于 1）。它表示的是在给定参数
µ的情况下，数据集 D的生成概率。

二项分布的概率函数（这里作为似然函数使用）的主要部分是 µ和 1−µ的指数形式。如果
我们选择的先验分布也是呈 µ和 1 − µ的指数形式，那么其后验分布（即先验分布与似然函数
的乘积）也将是 µ和 1 − µ的指数形式。这样的选择使得先验分布与后验分布的形式相同，即
为共轭分布。为此，我们选择贝塔分布（Beta Distribution）作为参数 µ的先验分布，其概率密
度函数（Probability Density Function）的形式如下：

Beta(µ|α,β) = !(α+ β)

!(α)!(β)
µα→1(1− µ)β→1 (2.14)

其中 !(z)表示伽玛函数（Gamma Function），而 α和 β 是贝塔分布的两个超参数，它们的取值
共同决定了贝塔分布的形态（见图2.3）。不同于伯努利分布和二项分布等离散随机分布，贝塔
分布是一种连续型概率分布，其变量 µ可以取无限多个不同的值。连续型概率分布可以理解为：
连续随机变量 x落入区间 (x, x+ δx)的概率等于 f(x)δx（当 δx→ 0时），其中 f(x)是连续随
机变量 x的概率密度函数。因此，一般需要通过积分来计算连续随机变量落入某一区间的概率。
贝塔分布的主要部分也是 µ和 1− µ的指数形式，而它的与 µ无关的系数项作用与二项分布中
的二项式系数类似，目的是为了概率的归一化，即使得（µ的取值范围是 [0, 1]）：

∫ 1

0
Beta(µ|α,β) dµ = 1 (2.15)

伽玛函数 !(z)是阶乘函数在实数和复数域上的扩展，如果 z为正整数，则：

!(z) = (z − 1)! (2.16)

比较贝塔分布的系数项（公式2.14）和二项分布的二项式系数（公式2.6），我们可以看出这两者
在形式上的相似性。具体而言，!(α+ β)对应于N !，!(α)对应于 k!，而 !(β)对应于 (N − k)!。
这两种分布在整体形式上（包括系数和指数部分）的相似性表明，伽玛函数将阶乘推广到正实
数及复数区域（但不包括非正整数极点），而贝塔分布则是定义在概率参数（0 ≤ µ ≤ 1）上的
连续分布，经常作为二项分布参数的先验（贝塔分布与二项似然具有相容的函数形式）。

伽玛函数在概率论和组合数学中被广泛应用，对于实数 z > 0，其定义为以下积分形式：

!(z) ≡
∫ ∞

0
tz→1e→t dt (2.17)

虽然这个积分形式看起来比较复杂，但通过观察伽玛函数在实数区间 [0, 6]的函数图形（如图2.2）
可以看出，它可以简单理解为对阶乘序列点的平滑曲线拟合，即一种对阶乘序列点（在大于零
的实数域内）进行插值的解法。从阶乘的定义，可以推导出伽玛函数的一个重要递推公式：

!(z + 1) = z!(z) (2.18)

我们进一步讨论贝塔分布，图2.3显示了超参数 α和 β取四组不同值时的贝塔分布。从这些
图形中可以看出，α和 β 的值较大的贝塔分布比较小时的分布更窄且更尖锐。贝塔分布通常被
作为先验分布来使用，它的两个超参数 α和 β可以理解为在进行后续实际测试之前，已观测到
x = 1（硬币正面朝上）和 x = 0（硬币反面朝上）的有效次数（Effective Number of Observations）。

30



郑骁庆著 2.2 伯努利分布与二项分布

1! 2! 3!
4!

5!

图 2.2: 伽玛函数在实数区间 [−4, 6]上的图形。

这种有效观测次数也可以基于主观先验信念来设定。随着有效观测次数的增加，我们对参数 µ

的不确定性逐步减少，从而使得其分布更加狭窄和尖锐。当 α和 β 都为 1时，贝塔分布退化为
均匀分布（如图2.3右上角的子图）。值得注意的是，超参数 α和 β 不仅可以取正整数，也可以
取任意正实数。

贝塔分布的均值与方差分别为：

E[µ] = α

α+ β
(2.19)

Var[µ] = αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)
(2.20)

结合公式2.14和2.15（系数是归一项），我们可以得到：
∫ 1

0
µα→1(1− µ)β→1dµ =

!(α)!(β)

!(α+ β)
(2.21)

上式的积分结果为贝塔分布系数项的倒数。从连续随机变量均值的定义出发，我们可以通过以
下过程推导出贝塔分布的均值（公式2.19）：

E[µ] =
∫ 1

0
µ
!(α+ β)

!(α)!(β)
µα→1(1− µ)β→1 dµ （均值定义）

=
!(α+ β)

!(α)!(β)

∫ 1

0
µ(α+1)→1(1− µ)β→1 dµ

=
!(α+ β)

!(α)!(β)

!(α+ 1)!(β)

!(α+ β + 1)
（利用公式2.21）

=
!(α+ β)

!(α)!(β)

α!(α)!(β)

(α+ β)!(α+ β)
（!(z + 1) = z!(z)）

=
α

α+ β
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! = 0.1
& = 0.1

! = 1
& = 1

! = 2
& = 3

! = 8
& = 9

!

!

!

!

(a) (b)

(c) (d)

图 2.3: 超参数 α和 β 取四种不同值时的贝塔分布概率密度函数图。

同理可得：

E[µ2] =

∫ 1

0
µ2 !(α+ β)

!(α)!(β)
µα→1(1− µ)β→1 dµ

=
α(α+ 1)

(α+ β)(α+ β + 1)

已知 Var[x] = E[x2]− E[x]2，则贝塔分布的方差可推导如下：

Var[µ] = α(α+ 1)

(α+ β)(α+ β + 1)
−
(

α

α+ β

)2

=
α(α+ 1)(α+ β)

(α+ β)2(α+ β + 1)
− α2(α+ β + 1)

(α+ β)2(α+ β + 1)

=
(α3 + α2β + α2 + αβ)− (α3 + α2β + α2)

(α+ β)2(α+ β + 1)

=
αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)

将贝塔分布（公式2.14）作为二项分布中参数 µ的先验分布，然后结合参数 µ的似然函数
（公式2.11），可以得到以下形式的后验分布：

p(µ|k, l,α,β) ∝ µk+α→1(1− µ)l+β→1 (2.22)
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其中 k =
∑N

i=1 xi 表示在 N 次硬币投掷测试中，正面朝上的次数，而 l = N − k表示反面朝上
的次数。添加使概率归一化的系数项后，我们可以得到参数 µ的后验分布：

p(µ|k, l,α,β) = !(k + α+ l + β)

!(k + α)!(l + β)
µk+α→1(1− µ)l+β→1 (2.23)

上式可以看作是由两个新的超参 (k + α)和 (l + β)（对应于原先的 α和 β）所确定的贝塔分布。
因此，二项分布的参数 µ的先验分布和后验分布都是贝塔分布，表明它们是共轭的。计算这个
后验分布也非常简便，只需将新观测到的正面朝上的次数 k加到超参数 α上，并将新观测到的
反面朝上的次数 l加到 β上。假设我们选择了超参数 α和 β均为 0.5的贝塔分布作为先验分布，
然后进行了三次硬币投掷测试，并且每次结果都是正面朝上，那么参数 µ的后验分布为：

Beta(µ|3.5, 0.5) = !(4)

!(3.5)!(0.5)
µ2.5(1− µ)→0.5 (2.24)

以上后验分布描述了参数 µ取不同值时的概率。当我们利用它进行预测时，需要考虑 µ所有可
能的取值及其对应的概率。也就是说，需要使用 µ的后验分布对预测对象求期望。具体而言，在
给定数据集 D（这里即为硬币投掷的观测结果）的情况下，结合先验分布和生成数据集的似然
函数得到后验分布后，预测下一次投掷结果为正面朝上（x = 1）的概率为：

p(x = 1|D) =

∫ 1

0
p(x = 1|µ)︸ ︷︷ ︸
预测对象

p(µ|D)︸ ︷︷ ︸
后验分布

dµ =

∫ 1

0
µp(µ|D) dµ = E[µ|D] (2.25)

从上述公式可以看出，该概率实际上就是贝塔分布均值的计算公式2.19，即：

p(x = 1|D) =
k + α

k + α+ l + β
(2.26)

延续之前的例子，利用贝叶斯方法预测下一次投掷结果为正面朝上的概率为：

p(x = 1|D) =
3 + 0.5

3 + 0.5 + 0 + 0.5
=

3.5

4
= 0.875

以上计算结果可以看出，对于 µ的估计，贝叶斯方法与频率学派的最大似然估计结果有所不同。
通过选择合适的先验分布，贝叶斯方法能够提供相对稳健的估计，并且不容易过拟合于数据集。

在使用贝叶斯方法时，后验分布可以作为下一阶段的先验分布。当获得更多数据后，我们
可以结合新数据的似然函数得到新的后验分布。这一过程，可以不断持续迭代，被称为贝叶斯
序贯分析，特别适用于在线学习场景。在线学习指的是模型以连续的方式从逐个到达的数据点
中进行学习，而非从一次性提供的整个数据集中学习。这种方法特别适用于数据流不断产生且
在获得全部数据之前就需要预测的情境。以公式2.24所示的贝塔分布作为下一阶段的先验分布，
假设我们又进行了三次硬币投掷测试，其中两次正面朝上，一次反面朝上。根据这些新的测试
结果，参数 µ的后验分布更新为：

Beta(µ|5.5, 1.5) = !(7)

!(5.5)!(1.5)
µ4.5(1− µ)0.5

预测下一次投掷结果为正面朝上的概率也调整为：

p(x = 1|D) =
2 + 3.5

2 + 3.5 + 1 + 0.5
=

5.5

7
≈ 0.786
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2.3 泊松分布和多项分布

泊松分布和多项分布可以看作二项分布在特定情况下的扩展。具体来说，泊松分布是当参
数 µ的值很小且观测次数N 趋向于无穷大时，二项分布的一种极限形式。它主要用于描述在固
定的时间或空间范围内独立事件发生的次数（例如单位时间内顾客到店的人数、网页被访问的
次数、自然或者人为灾害的发生频率等），适用于事件发生率固定且事件之间相互独立的情况。
多项分布则适用于结果可能性超过两种的情形，是二项分布在多种可能结果上的扩展。

我们首先讨论泊松分布。假设有一家古玩店，店主想准确掌握每天到店的顾客人数，因此
要求员工每隔一分钟记录一下前一分钟内到店的顾客人数。由于古玩店的顾客通常较少，每分
钟最多只有一位顾客到店。这家古玩店每日营业十小时，每天共计 10× 60 = 600次记录。假设
各时间段到店人数相互独立，且一分钟内有顾客到店的概率为 0.01，则每日的到店人数 k满足
Bin(k|0.01, 600)的二项分布，其中 µ = 0.01，N = 600。当店主使用以上二项分布来计算每日
到店人数 k及其相应的概率时，他会发现这样的计算过程过于繁琐。具体计算公式如下：

Bin(k|0.01, 600) = 600!

k!(600− k)!
µk(1− µ)600→k

这位店主希望能找到一个近似的分布来简化计算过程。根据二项分布的定义，并且设 λ = Nµ，
我们可以推导出如下结果：

Bin(k|µ,N) =

(
N

k

)
µk(1− µ)N→k

=
N × (N − 1)× · · ·× (N − k + 1)

k × (k − 1)× · · ·× 1
µk(1− µ)N→k

=
λk

k!
· N
N

· N − 1

N
· · · N − k + 1

N

(
1− λ

N

)N (
1− λ

N

)→k

=
λk

k!
· N
N

(
1− 1

N

)
· · ·
(
1− k − 1

N

)(
1− λ

N

)N (
1− λ

N

)→k

当 k ≥ 0，

lim
N→∞

N

N

(
1− 1

N

)
· · ·
(
1− k − 1

N

)(
1− λ

N

)→k

= 1

根据指数函数的定义 ex = lim
N→∞

(
1 + x

N

)N，我们可以得到：

lim
N→∞

(
1− λ

N

)N

= e→λ

结合以上等式，我们可得：

lim
N→∞

Bin(k|µ,N) =
λke→λ

k!

即当观测次数N 趋向于无穷大，参数 µ趋近于 0，且Nµ→ λ时，二项分布趋于参数为 λ的泊
松分布（Poisson Distribution）：

Poisson(k|λ) = λke→λ

k!
(2.27)
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从表2.1可以看出，对于 k的不同取值，使用二项分布 Bin(k|0.01, 600)和泊松分布 Poisson(k|6)
（其中 λ = 600× 0.01 = 6）计算得到的概率值非常相近。因此，泊松分布可以看作在 N 较大且
µ较小时二项分布的近似分布。

表 2.1: 使用二项分布和泊松分布计算每日到店人数的概率对比
k 0 1 2 3 4 5

二项分布 0.00241 0.01458 0.04410 0.08878 0.13385 0.16116
泊松分布 0.00248 0.01487 0.04462 0.08924 0.13385 0.16062

k 6 7 8 9 10 11

二项分布 0.16143 0.13837 0.10360 0.06884 0.04109 0.02226
泊松分布 0.16062 0.13768 0.10326 0.06884 0.04130 0.02253

泊松分布的均值和方差分别为：

E[k] ≡
∞∑

k=0

k Poisson(k|λ) = λ (2.28)

Var[k] ≡
∞∑

k=0

(k − E[k])2Poisson(k|λ) = λ (2.29)

其中均值的推导如下：

E[k] =
∞∑

k=0

k Poisson(k|λ)

=
∞∑

k=1

k
λke→λ

k!

= λe→λ
∞∑

k=1

λk→1

(k − 1)!

= λe→λ
∞∑

k=0

λk

k!

= λe→λeλ （泰勒展开 eλ =
∞∑

k=0

λk

k!
）

= λ

我们再次使用简便公式 Var[x] = E[x2]− E[x]2 来计算泊松分布的方差。如果能够证明泊松分布
的 E[k2]的形式为 λ2 + λ，则其方差可推导如下：

Var[k] = E[k2]− E[k]2

= (λ2 + λ)− λ2

= λ
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我们通过以下步骤可以推导出 E[k2] = λ2 + λ：

E[k2] = E[k(k − 1) + k]

= E[k(k − 1)] + E[k] （期望的线性性质）

=
∞∑

k=0

k(k − 1)
λke→λ

k!
+ λ

= λ2e→λ
∞∑

k=2

λ(k→2)

(k − 2)!
+ λ

= λ2e→λ
∞∑

k=0

λk

k!
+ λ

= λ2e→λeλ + λ （泰勒展开 eλ =
∞∑

k=0

λk

k!
）

= λ2 + λ

从上述推导可以看出，泊松分布只有一个参数 λ，并且其均值和方差都等于 λ。参数 λ的值可
以解释为在固定时间（或空间）范围内独立事件发生的期望次数。

我们首先使用最大似然方法来估计泊松分布的参数 λ。假设我们对古玩店每日到店人数进
行了 N 天的观察和统计，结果记为 D = {k1, . . . , kN}，其中 ki, i ∈ {1, . . . , N}表示第 i天顾客
的人数。对于数据集 D，其似然函数为：

p(D|λ) =
N∏

i=1

p(ki|λ) =
N∏

i=1

(
λkie→λ

ki!

)
(2.30)

为了简化计算过程，我们将似然函数转换为其对数形式：

ln p(D|λ) =
N∑

i=1

ln

(
λkie→λ

ki!

)
= −Nλ+

(
N∑

i=1

ki

)
ln(λ)−

N∑

i=1

(ln ki!) (2.31)

将上式对 λ求导数，并让导数等于零来求其极值：

−N +

(
N∑

i=1

ki

)
1

λ
= 0 ⇒

λ =
1

N

N∑

i=1

ki

仍以古玩店为例，假设进行了 10天的观测。到店顾客人数分别为 3人、4人、5人、6人、7人
和 8人的天数为 1天、1天、1天、3天、2天和 2天。使用最大似然估计，可以得到参数 λ的
估计值为：

(3× 1) + (4× 1) + (5× 1) + (6× 3) + (7× 2) + (8× 2)

10
= 6

如果使用贝叶斯方法，首先需要为参数 λ选择一个合适的先验分布。通常，我们优先考虑
与似然函数共轭的先验分布。对于公式2.30所示的似然函数，其共轭先验应具有与指数项 λk 和
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指数函数 e→λ 相乘的形式相似的结构。之前介绍过的伽玛函数（公式2.17）也具有类似的形式，
通过引入适当的系数可以将其归一化为概率分布。根据伽玛函数的定义（公式2.17），我们可知：∫ ∞

0
tz→1e→t dt = !(z)

因此，归一化后的概率分布的系数项为 1/!(z)，它使得：
∫ ∞

0

tz→1e→t

!(z)
dt = 1

将上式中的 z和 t分别替换为 α和 βλ，我们有：
∫ ∞

0

(βλ)α→1e→βλ

!(α)
d(βλ) =

∫ ∞

0

βαλα→1e→βλ

!(α)
dλ = 1

如此，我们就可以得到具有以下概率密度函数的伽玛分布（Gamma Distribution）：

Gamma(λ|α,β) = βαλα→1e→βλ

!(α)
(2.32)

其中超参 α为形状参数（Shape Parameter），决定了分布曲线的形状；β 为逆尺度参数（Inverse
Scale Parameter），决定了分布的尺度和宽度，即分布中值的分散或集中的程度。如图2.4所示，
当 α ≤ 1时，伽玛分布呈长尾偏斜的形态；而当 α > 1时，分布的偏斜程度随着 α增大而减小。
逆尺度参数之所以得名，是因为其值的大小与分布的宽度呈反比。超参 β 值越小，分布的标准
差越大，其峰值相对较低且宽；β值越大，则分布的标准差越小，其峰值更高且尖锐。值得注意
的是，当 α = k + 1且 β = 1时，伽玛分布与泊松分布形式相同（原随机变量 λ变成分布的超
参数）。伽玛分布与泊松似然具有相容的函数形式，因此常用作泊松分布率参数的共轭先验。此
外，当 α = 1时，伽玛分布退化为只有一个逆尺度参数 β的指数分布（Exponential Distribution）：

Exp(λ|β) = βe→βλ (2.33)
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图 2.4: 伽玛分布在不同超参数设置下的概率密度函数图。左图中，参数 β固定为 0.5，形状参数
α决定了分布的形状。右图中，参数 α固定为 7.0，逆尺度参数 β决定了分布的尺度（即方差）。
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伽玛分布的均值和方差分别为：

E[λ] = α

β
(2.34)

Var[λ] = α

β2
(2.35)

从连续随机变量均值的定义出发，我们通过以下过程可以推导出伽玛分布的均值：

E[λ] =
∫ ∞

0
λ
βαλα→1e→βλ

!(α)
dλ

=
βα

!(α)

∫ ∞

0
λαe→βλ dλ

=
βα

!(α)

∫ ∞

0

(
µ

β

)α
e→µd

(
µ

β

)
（积分部分进行换元 µ = βλ）

=
βα

!(α)
· 1

βα+1

∫ ∞

0
µαe→µ dµ

=
1

β!(α)
!(α+ 1) （积分项为 !(α+ 1)的定义）

=
α!(α)

β!(α)
（!(α+ 1) = α!(α)）

=
α

β

为了计算方差，我们需要先求出 E[λ2]：

E[λ2] =
∫ ∞

0
λ2
βαλα→1e→βλ

!(α)
dλ

=
βα

!(α)

∫ ∞

0
λα+1e→βλ dλ

=
βα

!(α)

∫ ∞

0

(
µ

β

)α+1

e→µ d

(
µ

β

)
（积分部分进行换元 µ = βλ）

=
βα

!(α)
· 1

βα+2

∫ ∞

0
µ(α+2)→1e→µ dµ

=
1

β2!(α)
!(α+ 2) （积分项为 !(α+ 2)的定义）

=
α(α+ 1)!(α)

β2!(α)
（!(α+ 1) = α!(α)）

=
α(α+ 1)

β2

然后，方差 Var[λ]可以计算如下：

Var[λ] = E[λ2]− E[λ]2

=
α(α+ 1)

β2
−
(
α

β

)2

=
α

β2

将伽玛分布（公式2.32）作为泊松分布参数 λ的先验分布，并通过贝叶斯方法结合参数 λ的
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似然函数（公式2.30），可以得到如下形式的后验分布：

p(λ|m,α,β) ∝ λ(m+α→1)e→(N+β)λ (2.36)

其中m =
∑N

i=1 ki表示在N 天观测期间累计到店顾客的总人数。添加使概率归一化的系数项之
后，可以得到如下参数 λ的后验分布：

p(λ|m,α,β) =
(N + β)m+αλm+α→1e→(N+β)λ

!(m+ α)
(2.37)

上式可以看作是由两个新的超参 (m+α)和 (N +β)（对应于原先的 α和 β）所确定的伽玛分布。
因此，伽玛分布是泊松分布唯一参数 λ的似然函数的共轭先验。当进行预测时，需要使用 λ的后
验分布对预测对象求期望。举例来说，在给定数据集D（这里即为每日到店顾客人数的统计结果）
的情况下，结合先验分布和生成数据的似然函数，预测明天到店顾客人数为 (m+ α)/(N + β)，
即分布 Gamma(λ|m+ α, N + β)的均值。以上是贝叶斯方法的完整过程。首先结合先验分布与
似然函数得到参数的后验分布；然后在进行预测时，使用该后验分布对预测对象求期望。

我们现在开始讨论多项分布。正如之前介绍的那样，多项分布是二项分布在多种可能结果
上的扩展。接下来，我们以掷骰子为例来介绍多项分布。常见的骰子是一个立方体，有六个面。
理想情况下，完全公正的骰子的重心应该在正中央，使得掷出每一面的概率相同。然而，在实
际制作中，由于点数多的凹洞比较多，未经特殊调整的骰子可能会使点数为一的那一面比较重。
我们可以通过多次观察投掷骰子的结果，来估计特定骰子每一面出现的概率。将每一面出现的
概率记为 µ = (µ1, . . . , µK)$，其中 K = 6且 µi 表示点数为 i的那面出现的概率。注意，向量
µ需要满足

∑K
i=1 µi = 1，即所有面出现概率之和应等于一（µ本身是骰子各面出现几率的概率

分布）。假设我们进行了 N 次投掷，每一面出现次数分别为m1, . . . ,mK，则这些出现次数服从
多项分布（Multinomial Distribution），其概率函数为：

Mult(m|µ, N) =

(
N

m1 . . .mK

)
K∏

i=1

µmi
i (2.38)

其中m = (m1, . . . ,mK)$，并且概率归一化的多项式系数
(

N

m1 . . .mK

)
=

N !

m1! . . .mK !

表示将 N 个物品分成K 组，每组的数量分别为m1, . . . ,mK 时，共有多少种分法。
多项分布的均值、方差和协方差分别为：

E[mi] = Nµi (2.39)

Var[mi] = Nµi(1− µi) (2.40)

Cov[mi,mj ] = −Nµiµj (2.41)

多项分布的均值和方差与二项分布（公式2.7和2.8）的形式相同，其原因也比较容易理解。尽管
多项分布涉及多个随机变量，但当我们只考虑其中一个随机变量 mi 时，其发生与不发生的概
率仅与参数 µi有关，即发生的概率为 µi，而不发生的概率为 1− µi。随机变量mi的边缘分布
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（忽略其他变量）就是二项分布。关于两个随机变量mi 和mj (i ̸= j)之间协方差的证明，可以
从第2.2节推导的任意两个随机变量 x和 z之和的方差公式入手。已知：

Var[x+ z] = Var[x] + 2Cov[x, z] + Var[z]

将变量 x和 z分别替换为mi和mj，我们有：

Var[mi +mj ] = Var[mi] + 2Cov[mi,mj ] + Var[mj ]

根据公式2.40，可得Var[mi] = Nµi(1−µi)和Var[mj ] = Nµj(1−µj)。将mi+mj 看作一个新的
随机变量，而其他随机变量相加为另一个随机变量，那么随机变量mi +mj 服从参数为 µi + µj

和 N 的二项分布，其方差为 Var[mi +mj ] = N(µi + µj)(1− µi − µj)。多项分布的协方差可以
推导如下：

Var[mi +mj ] = Var[mi] + 2Cov[mi,mj ] + Var[mj ] ⇒

2Cov[mi,mj ] = Var[mi +mj ]− Var[mi]− Var[mj ]

= N(µi + µj)(1− µi − µj)−Nµi(1− µi)−Nµj(1− µj)

= N(µi − µ2
i − µiµj + µj − µiµj − µ2

j − µi + µ2
i − µj + µ2

j )

= −2Nµiµj ⇒

Cov[mi,mj ] = −Nµiµj

随机变量 mi 和 mj 之间存在此消彼长的关系，导致它们的协方差为负值（呈负相关性）。并且
协方差的绝对值大小与观测的总次数 N 和各自发生的概率 µi和 µj 的乘积成正比。

我们仍然先使用最大似然方法来估计多项分布的参数。假设我们对一枚骰子进行了N 次投
掷测试，其观察结果记为数据集 D = {x1, . . . , xN}。通过对数据集进行简单统计，我们可以得
到骰子的每一面出现的次数m1, . . . ,mK。对于数据集 D，其似然函数可以表示为：

p(D|µ) =
K∏

i=1

µmi
i (2.42)

除了将似然函数转换为对数形式以简化计算之外，我们还需要确保求解得到的参数 µ满足约束
条件

∑K
i=1 µi = 1。我们采用拉格朗日乘数法（Lagrange Multiplier）来引入这项约束，从而得到

以下优化目标：
K∑

i=1

mi lnµi + λ

(
K∑

i=1

µi − 1

)
(2.43)

将上式对 µi求导数，并让导数等于零来求其极值。我们可得:

µi = −
mi

λ
(2.44)

将以上公式2.44代入约束
∑K

i=1 µi = 1，同时考虑到
∑K

i=1mi = N，我们可知 λ = −N。至此，
我们可以推导出多项分布参数 µ的最大似然估计结果为：

µi =
mi

N
(2.45)
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在接下来的讨论中，我们探讨如何运用贝叶斯方法来估计多项分布的参数 µ。同样地，首
先需要为参数 µ选择一个适当的先验分布。需要注意的是，与二项分布和泊松分布的情况不同，
多项分布的参数 µ是一个包含多个值的向量，并且这些值的总和必须等于一，即它们构成一个
离散的概率分布。此外，我们依然优先考虑与似然函数共轭的先验分布。对于公式2.42所示的似
然函数，其共轭先验也应为参数 µi的指数形式：

p(µ|α) ∝
K∏

i=1

µαi→1
i (2.46)

其中α = (α1, . . . ,αK)$为先验分布的超参数，µi满足 0 ≤ µi ≤ 1和
∑K

i=1 µi = 1的约束。通过引
入适当的系数，我们可以将上式2.46归一化为概率分布，即狄利克雷分布（Dirichlet Distribution），
其概率密度函数为：

Dir(µ|α) = !(α0)

!(α1) · · ·!(αK)

K∏

i=1

µαi→1
i (2.47)

其中 !(α)为伽玛函数，并且 α0 =
∑K

i=1 αi。

!! !"

!#

!! !"

!#

!! !"

!#

!! !"

!#

" = (1.5, 1.5, 1.5) " = (5, 5, 5)

" = (1, 3, 3) " = (2, 4, 8)
(a) (b)

(c) (d)

图 2.5: 超参数 α取四种不同值时的狄利克雷分布。颜色越深的区域表示概率值越高。

图2.5展示了包含三个超参、四种不同取值的狄利克雷分布的概率密度函数示意图。颜色的
深浅代表概率值的高低，颜色越深表示对应区域的概率值越高。图中的三角形边缘上的刻度值
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代表对应随机变量的取值（以百分数表示的概率），三角形所围的区域被称为单纯形（Simplex）。
标准 D维单纯形是在 RD+1空间中满足以下条件的一个子集：

∆D =

{
(µ1, . . . , µD+1) ∈ RD+1

∣∣∣∣
D+1∑

i=1

µi = 1, µi ≥ 0

}
(2.48)

显然，图2.5中每一个三角形所围的区域代表一个二维的单纯形，而区域中的每个点都对应一个
概率分布。例如：区域的中心点代表概率分布 µ = (1/3, 1/3, 1/3)，三角形的三个顶点分别表示
µ = (1, 0, 0)（左下）、µ = (0, 1, 0)（顶部）和 µ = (0, 0, 1)（右下）。狄利克雷分布可以视作
“分布的分布”，因为它定义了所有可能的离散分布发生的概率值。超参 α通常被称为浓度参数
（Concentration Parameters），因为这些参数决定了分布的浓缩或集中程度。通过比较图2.5(a)和

(b)，我们可以观察到，由于图2.5(b)中 α向量的每一个分量都相对较大，所以分布表现得更为
集中。此外，从图2.5(c)中可以看出，分布主要集中在 µ2 和 µ3 取值较高的 (0.3, 0.7)区域，而
颜色较深区域的 µ1值在 (0, 0.3)的低值区间。

狄利克雷分布的均值、方差和协方差分别为:

E[µi] =
αi

α0
(2.49)

Var[µi] =
αi(α0 − αi)

α2
0(α0 + 1)

(2.50)

Cov[µi, µj ] =
−αiαj

α2
0(α0 + 1)

(2.51)

由于多项分布是二项分布在多个可能结果上的推广，因此它的边缘分布为二项分布。我们
还知道贝塔分布可作为二项分布参数 µ的先验分布，而狄利克雷分布可作为多项分布参数 µ的
先验分布。由此类推，狄利克雷分布的边缘分布应该就是贝塔分布。只有两个随机变量的狄利
克雷分布的概率密度函数与贝塔分布完全相同。考虑任意随机变量 µi，我们将随机变量 µi之外
所有变量合并成一个变量，并且根据所有 µj 相加必须等于一的约束，可知

∑
j %=i µj = 1 − µi，

则随机变量 µi的边缘分布的概率密度函数为：

p(µi|α) =
!(α0)

!(αi)!(
∑

j %=i αj)
µαi→1
i (1− µi)

∑
j →=i αj→1

将上式中的 αi、
∑

j %=i αj、α0和 µi分别替换成 α、β、α+ β和 µ，则变成以下贝塔分布的概率
密度函数：

Beta(µ|α,β) = !(α+ β)

!(α)!(β)
µα→1(1− µ)β→1

因此狄利克雷分布的均值（公式2.49）和方差（公式2.50）可以使用贝塔分布的均值（公式2.19）
和方差（公式2.20）公式简单计算得到。

我们来证明狄利克雷分布中任意两个随机变量 µi 和 µj (i ̸= j)之间的协方差公式，从协方
差的定义出发可以推导出以下等式（详见第2.2节）：

Cov[µi, µj ] = E[µiµj ]− E[µi]E[µj ]

已知 E[µi] = αi/α0 和 E[µj ] = αj/α0，E[µiµj ]可以应用连续型随机变量的期望公式进行求解，
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具体过程如下（由于
∑K

k=1 µk = 1，积分应在K − 1维单纯形上进行）：

E[µiµj ] =

∫
· · ·
∫

µiµj
!(α0)

!(α1) · · ·!(αK)

K∏

k=1

µαk→1
k dµ1 . . . µK→1

=
!(α0)

!(α0 + 2)
· !(αi + 1)

!(αi)
· !(αj + 1)

!(αj)

∫
· · ·
∫

!(α0 + 2)

!(α
′
1) · · ·!(α

′
K)

K∏

k=1

µ
α
′
k→1

k dµ1 . . . µK→1

（如果 k等于 i或 j，则 α
′
k = αk + 1；否则 α

′
k = αk）

=
!(α0)

!(α0 + 2)
· !(αi + 1)

!(αi)
· !(αj + 1)

!(αj)
（参数为 α

′
的概率密度函数的积分结果等于 1）

=
!(α0)

α0(α0 + 1)!(α0)
· αi!(αi)

!(αi)
· αj!(αj)

!(αj)

=
αiαj

α0(α0 + 1)

狄利克雷分布的协方差可以推导如下：

Cov[µi, µj ] = E[µiµj ]− E[µi]E[µj ]

=
αiαj

α0(α0 + 1)
− αi

α0
· αj

α0

=
α0αiαj − (α0 + 1)αiαj

α2
0(α0 + 1)

=
−αiαj

α2
0(α0 + 1)

将狄利克雷分布（公式2.47）作为多项分布参数 µ的先验分布，并结合参数 µ的似然函数
（公式2.42），应用贝叶斯方法可以得到以下形式的后验分布：

p(µ|D,α) = Dir(µ|α+m) =
!(α0 +N)

!(α1 +m1) · · ·!(αK +mK)

K∏

i=1

µαi+mi→1
i (2.52)

该后验分布是参数为 (α1+m1, . . . ,αK +mK)的狄利克雷分布，并且与其先验分布呈共轭关系。
后验分布的形式也比较直观，它是在先验分布参数 α的基础上，将 N 次新的观测结果中各类
出现次数mi加到对应的先验参数 αi上。在使用后验分布进行预测时，参数 µi（即事件 i发生
的概率）的期望为 E[µi] = (αi +mi)/(α0 +N)。

2.4 信息论

我们将在本节中介绍关于信息论（Information Theory）的基本概念和内容，这些知识对于
理解和设计机器学习算法很有帮助。1948年，美国数学家、电子工程师、计算机科学家和密码
学家克劳德·艾尔伍德·香农（Claude Elwood Shannon）发表了其开创性论文《A Mathematical
Theory of Communication》[70]，彻底改变了我们对信息的理解。信息论的核心观点是信息可以
像质量或能量等物理量一样被度量。

信息通常以比特（Bit）为单位来度量，一个比特（类似一个可以表示 0或 1的二进制位）的
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信息可以让我们在两个等可能的选项中做出抉择。为了理解为何如此，我们通过图2.6的例子来
进行解释。假设我们从 A出发，目标是到达M。在 A处时，有向左走（用 0表示）前往 B和向
右走（用 1表示）前往 C两种选择。此时，当我们被告知应该向左走，则收到了一个比特信息，
这一比特的信息让我们能够在两种不同走向中做出正确的选择。接着，我们来到了 B处，又面
临向左还是向右的抉择。另外一个比特信息能够让我们做出向右走到达 E处的正确决定。注意
E是 D、E、F和 G这四种可能的途径点之一，因此两个比特的信息使我们能够在面对四种不同
的选择时做出正确的决定。同样，在到达 E之后，我们需要第三个比特的信息（即向左走）才
能成功抵达目标地M。从 A出发，经历三次向左或向右走的选择，可以到达八种（8 = 23）不
同的终点。为了正确地到达目的地M，需要在每个分叉点接收一个比特的信息以帮助选择，因
此总共需要三个（3 = log2 8）比特的信息。更一般地，当我们面临N 种等可能的选项时，需要
log2N 比特的信息量来帮助我们做出正确的抉择。

HIJKLMNO

GFED

CB

A

0 1

0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

000 001 010 011 100 101 110 111

左 右

图 2.6: 从 A出发，目的地为M。在途径的每个分叉点，我们都面临两种选择：向左走（记为 0）
或向右走（记为 1）。为了快速到达目的地M，我们需要在每个分叉点接收指引信息以选择正确
的前行方向。每次提供的指引信息会从两个选择中指定一个方向，相当于提供了一比特的信息。
从 A到M的整个过程需要三次方向指引（左走、右走、左走），因此总共需要三个比特的信息。

需要明确的是，虽然比特一词来源于二进制位（Binary Digit），但它们是截然不同的概念。
一个二进制数是以二进制表示的具体数值，而比特则是信息量的度量单位。在信息论中，通常
采用以 2为底的对数。但也可以改用以自然常数 e ≈ 2.71828为底的对数，此时，信息量的单位
就变成了奈特或纳特（Nat）。

信息论主要关注信息的量化、存储和通信等方面。那么，上述关于信息度量的方法与信息
的存储和通信有什么关联呢？为了解答这一问题，我们先将对数形式的信息量度量方法扩展至
离散型随机变量。在通讯过程中，当发送者向接收者传输某一离散随机变量的特定值时，接收
者获得了多少信息量呢？在图2.6所示的寻路例子中，所需信息量的计算公式 log2 8可以改写成：

log2 8 = log2
1

1/8
= log2

(
1

8

)→1

= − log2
1

8
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其中 1
8 可以看作到达任一终点的概率（共有八种不同的终点）。若用随机变量 x来描述，该随机

变量有八个可能的结果，每个结果出现的概率均为 1
8。因此，确定出现某一特定结果（如例子

中从 A出发到达目的地M）所需的信息量可计算为：

− log2 p(x) 或者 log2 p(x)
→1 (2.53)

其中 p(x)表示某一结果出现的概率。上式就是信息量的计算公式。根据该公式，知悉发生概率
越低的结果或事件，所获得的信息量越大，反之则越小。因此，香农定义的信息量常常被形象地
称为 “惊讶度”（Degree of Surprise）。但这一定义本身并不令人惊讶。例如：某一事件必然会发生
（p(x) = 1），知悉该事件所能提供的信息量为零（− log2 1 = 0），因为它对于我们下一次预测该
事件是否会发生毫无帮助。相反，在给定概率模型下，发生概率越低的结果越难预料，因此获知
该结果时获得的自信息越大。进一步分析，所需的信息量与不确定性程度呈正比。不确定性越
高或可能性越多，所需的信息量就越大，反之亦然。从这个角度来看，信息的获取实际上就是在
降低不确定性，而这种不确定性降低的程度则对应着所获得信息的量。仍以图2.6为例，当我们
受指引从 A到达 B后，可能抵达的终点数量从八个降到了四个，这表示不确定性从 1

8 降到了
1
4，

其降低程度正好等于指引我们从 A到达 B所获得的一比特信息，即 − log2
1
8 − (− log2

1
4) = 1。

对于离散随机变量 x，其任一特定取值的信息量可以使用公式2.53来计算，而该离散变量 x

的平均信息量可以通过以下公式计算：

H[x] = −
∑

x

p(x) log2 p(x) (2.54)

其中 H[x]表示信息熵（Entropy），它是概率分布 p(x)对信息量的期望值。信息熵可以视为一个
衡量随机变量整体不确定性的量度。那为何需要计算某个离散随机变量的信息熵呢？这个熵值
有什么实际意义呢？其实通讯可以看作是发送者向接收者传递关于某个随机变量的信息的过程。
以传输英文文本为例，英文文本一般由 26个英文字母和少量标点符号组成。这些字符的出现并
不是完全随机的，而是遵循一定的离散分布。从这个角度看，所有英文文本都可以视为从该离
散分布中采样，并按照英语的语法和语义要求重新排序的结果。在实际的传输过程中，需要对
这些字符进行编码，通常采用由 0或 1组成的二进制串来进行编码。根据信息论的原则，即发
生概率低的事件携带的信息量较大，而发生概率高的事件携带的信息量较小。因此，我们为出
现频率较少的字符分配较长的二进制编码（即具有较大的、以比特计量的信息量），而频率较高
的字符则使用较短的编码。相对于等长编码，这样的编码策略能够有效地降低每个字符的平均
编码长度，从而提高整体的编码效率。正如香农在 1948年所阐述的，信息熵描述了存储或传输
一个符号所需的平均比特数，它也是每个符号的平均编码长度通过编码优化可以达到的理论最
小值。以下例子有助于理解信息熵的概念，并且了解如何在信息熵的指导下设计相应的编码。

假设我们需要传输的文本由 {a, b, c, d, e, f, g, h} 八种字符组成，每个字符出现的概率分别
为 {1

2 ,
1
4 ,

1
8 ,

1
16 ,

1
64 ,

1
64 ,

1
64 ,

1
64}[18]，这个离散概率分布的信息熵为：

H[x] = −1

2
log2

1

2
− 1

4
log2

1

4
− 1

8
log2

1

8
− 1

16
log2

1

16
− 4

64
log2

1

64
= 2比特

熵值为 2比特的含义是，当使用二进制编码时，每个符号的平均编码长度的下界为 2，无法再
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进一步缩短。在这个例子中，我们正好能够设计出平均长度为 2比特的编码方式。对于字符集
{a, b, c, d, e, f, g, h}，我们分别采用 {1, 00, 011, 0100, 010100, 010101, 010110, 010111}进行编码。
在这种情况下，我们可以如下计算每个字符的平均编码长度：

平均编码长度 =
1

2
× 1 +

1

4
× 2 +

1

8
× 3 +

1

16
× 4 +

4

64
× 6 = 2比特

这种编码方式在理论上达到了最优，即字符的平均编码长度等于信息熵的值。在通讯过程中，一
般先将字符转换为相应的编码，然后以串行方式进行传输。在接收端解码时，先需要将连续的
串行编码进行切分，切分后的每个部分对应于一个字符。设计不当的不等长编码会导致在接收
端解码时产生多种可能的切分，从而引发混淆。上述例子中所采用的不等长编码不会导致这样
的混淆，因为每个编码都不是其他编码的前缀，所以不会出现解码时的切分歧义。

e : 1/64

1/32

f : 1/64

c : 1/8

1/4b : 1/4

1/2 a : 1/2

1
0 1

10 1

0 1

0 1

00

011

010100 010101

g : 1/64

1/32

h : 1/64

0 1

010110 010111

1/16
0 1

d : 1/16

1/8
0 1

0100

从
底
向
上
构
建

图 2.7: 霍夫曼编码构建过程的示例。获得的二进制编码以紫色标识。

可以采用霍夫曼编码算法来构建这种不等长编码，所得到的编码即为霍夫曼编码（Huffman
Code）[17]。其构建过程如图2.7所示。首先，为每个字符创建一个结点（图中的绿色矩形），并
将结点的值设为字符出现的概率。然后，每次挑选两个值最低的结点，并将其合并为一个新的
结点（图中的黄色椭圆），新结点的值设为被合并结点的值之和。例如，我们首先选择出现概率
都为 1

64 的字符 e和 f 这两个结点进行合并，合并之后的新结点的值设定为 1
32。重复上述过程，

直到所有结点被合并为一个结点（图中最上方、值为 1的黄色椭圆）。最终，我们会得到一棵如
图2.7所示的二叉树，其中树的叶结点都为字符结点。将树的左分叉标记为 0，右分叉标记为 1。
对于任一字符，从树的根结点到该字符叶结点的路径上，依次读出所经过的分叉标记，即可得
到该字符的二进制编码。

如果采用等长编码的策略，因为有八种不同的字符，那么每个字符将需要三位二进制进行
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编码。因此，霍夫曼编码在提升通信效率方面通常明显优于等长编码。假设我们想要传输 10万
个字符，等长编码需要发送 30万个二进制位，而采用不等长的霍夫曼编码只需要发送 20万个
二进制位，所需传输的比特数减少了三分之一。类似方法也可以应用于文件压缩，与等长编码
策略相比，能够节省三分之一的存储空间。但当字符集 {a, b, c, d, e, f, g, h}中的每个字符出现的
概率相同（即都为 1

8）时，这个离散概率分布的信息熵为：

H[x] = −1

8
log2

1

8
× 8 = 3比特

在这种等概率分布的情况下，我们无法通过优化编码来减少字符的平均编码长度。因此，我们
可以发现（如图2.8所示），如果分布在少数几个值附近呈尖锐的峰值，则其熵将相对较低；而概
率在许多值上呈较均匀的分布，则其熵将相对较高（离散分布中，均匀分布的熵值最高）。信息
熵的值越小，就越有可能通过优化编码来提高通信或存储的效率，反之则效果有限。

概
率

概
率

H[x] = 2.70643 比特 H[x] = 4.14982 比特

(a) (b)

图 2.8: 两个不同概率分布的柱状图及其信息熵值。(a)分布越集中于少数值，则其熵相对较低。
(b)分布较均匀分散于多个值，则其熵相对较高。

根据离散随机变量信息熵的定义，信息熵可以看作随机变量的概率分布对所有可能取值的
信息量求期望值。将信息熵概念推广到连续型随机变量时，需要将公式2.54中的概率函数替换成
概率密度函数，同时将连加操作替换为积分操作。对于连续型随机变量 x，其微分熵（Differential
Entropy）或连续熵（Continuous Entropy）定义如下1：

H[x] = E[− ln p(x)] = −
∫

p(x) ln p(x) dx (2.55)

这里的 p(x)表示连续型随机变量 x的概率密度函数。为了便于后续将熵的概念关联到机器学习
的相关内容，此处还将对数函数的底改成自然常数 e。连续随机变量的信息熵可被称为连续熵，
相应地，离散随机变量的信息熵也可简称为离散熵。

1虽然最初是由香农提出将微分熵作为离散型随机变量的信息熵（简称为离散熵）到连续型随机变量的扩展，但严格
来说，微分熵并非离散熵的精确对应。微分熵缺少离散熵在度量不确定性方面的一些有用的性质（例如可能会产生
负值）。为了更严格地建立离散熵与连续情形之间的联系，埃德温·汤普森·杰恩斯（Edwin Thompson Jaynes）提出
了基于离散点的极限密度（Limiting Density of Discrete Points）的方法，通过引入参考密度来定义连续情形下的熵。
鉴于本书的主题和范围，我们不再进一步深入讨论并严格区分这些概念。
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公式2.55描述的是一维随机变量的微分熵，很容易将其推广到多维随机变量的情形。以二
维随机变量为例，设随机变量 x和 y的联合分布函数为 p(x, y)，那么这个联合分布的微分熵为：

H[x, y] = −
∫∫

p(x, y) ln p(x, y) dx dy (2.56)

给定随机变量 x的值，另一个随机变量 y的特定值能够提供的额外信息量为 − ln p(y|x)。因此，
在已知 x值的前提下，确定 y值所需要的额外平均信息量可以通过以下公式计算：

H[y|x] = −
∫∫

p(x, y) ln p(y|x) dx dy (2.57)

以上 H[y|x]被称为条件熵（Conditional Entropy），它与随机变量 x和 y 联合分布的微分熵之间
的关系如下：

H[x, y] = H[y|x] + H[x] (2.58)

以上公式表明，确定 x和 y的值所需的信息量等于确定 x值所需的信息量，再加上在已知 x值
的情况下，确定 y值所需的额外信息量。公式2.58可以推导如下：

H[x, y] = H[y|x] + H[x] ⇒

H[x] = H[x, y]− H[y|x]

= −
∫∫

p(x, y) ln p(x, y) dx dy +

∫∫
p(x, y) ln p(y|x) dx dy

= −
∫∫

p(x, y) (ln p(x, y)− ln p(y|x)) dx dy

= −
∫∫

p(x, y) ln

(
p(x, y)

p(y|x)

)
dx dy

= −
∫∫

p(x, y) ln

(
p(y|x)p(x)
p(y|x)

)
dx dy

= −
∫∫

p(x, y) ln p(x) dx dy

= −
∫

p(x) ln p(x) dx

以上我们介绍了信息论的一些基本概念，下面我们讨论如何将这些概念和思想应用于机器
学习。在机器学习应用中，往往需要构造一个概率分布 q(x)来逼近一个未知的目标分布 p(x)。
根据信息论原理，对于一个给定的连续分布 p(x)，其随机变量 x取特定值所能提供的信息量为
− ln p(x)，并且该随机变量 x的平均信息量或微分熵为 −

∫
p(x) ln p(x) dx。类比离散随机变量

信息熵的意义，适当量化后的微分熵的值相当于对随机变量 x的每个可能状态进行编码时，理
论上的最短平均编码长度。当用近似分布 q(x)来替代目标分布 p(x)时，随机变量 x取特定值的
估计信息量变为 − ln q(x)，而相应的 “微分熵”变为 −

∫
p(x) ln q(x) dx（应称为交叉熵）。在计

算近似微分熵时，我们仍然使用目标分布 p(x)来对估计信息量求期望。这是因为随机变量 x的
实际取值分布并不会因为我们用分布 q(x)来估计相应的信息量而发生改变。近似微分熵的值相
当于使用 q(x)，而非实际分布 p(x)来为随机变量 x设计 “最优”编码方案的平均编码长度。近似
微分熵一定大于使用目标分布 p(x)计算得到的微分熵（稍后会给出严格的证明），这是因为微
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分熵是最优编码长度的理论下界，而使用近似分布 q(x)进行编码设计必然导致平均编码长度的
增加。最优编码设计的基本原则是为出现频率较高的状态分配较短的编码，而为出现频率较低
的状态分配较长的编码。当使用与实际概率分布不一致的近似分布来设计编码方案时，就可能
会出现所分配编码的长度与状态出现的概率不相匹配的情况。例如：只有两个状态的分布 p(x)，
每个状态发生概率均为 0.5，其信息熵为 1。如果使用另一个分布 q(x)来近似 p(x)，其中 q(x)

两个状态发生概率的估计值分别为 0.51和 0.49，其近似信息熵约等于 1.00029，略大于 1。
上述近似微分熵与实际微分熵之间的差值被称为 Kullback–Leibler散度（Kullback–Leibler

Divergence）或相对熵（Relative Entropy）[46]，简称为 KL散度。它表示当使用近似分布 q(x)为
随机变量 x的每个状态所设计的最优编码方案，相较于使用实际分布 p(x)所得到的最优编码方
案需要额外增加的平均信息量（以奈特为单位），其表达式如下所示：

DKL(p||q) = −
∫

p(x) ln q(x) dx−
(
−
∫

p(x) ln p(x) dx

)
= −

∫
p(x) ln

(
q(x)

p(x)

)
dx (2.59)

KL散度始终为非负值（即DKL(p||q) ≥ 0），且当两个分布 q(x)和 p(x)完全一致时，其值为零。
因此，KL散度可用于衡量两个概率分布之间的距离。但值得注意的是，KL散度是非对称的，即
DKL(p||q) ̸= DKL(q||p)，并且它也不满足三角不等式（即DKL(p||q) ≤ DKL(p||g) +DKL(g||q)不
一定成立）。因此，KL散度不能作为概率分布所构成的度量空间（Metric Space）中，计算任意
两个分布之间距离的度量函数（Metric）。这是它通常被称为 “散度”而非 “距离”的原因。

由于 KL散度可以用于衡量两个概率分布之间的距离，当我们试图构建一个概率分布 q(x)

来逼近未知的目标分布 p(x)时，可以通过最小化 q(x)与 p(x)之间的 KL散度来实现这一目标。
假设分布 q(x)由一组参数 θ确定，则该分布可以表示为 q(x|θ)。我们通过调整参数 θ来优化分
布 q(x)，使其更好地逼近目标分布 p(x)。虽然目标分布 p(x)是未知的，但一般可以从中采样得
到包含N 个样本的训练集 D = {xi}Ni=1。对于分布 p(x)求期望可以通过对训练集中的所有样本
求平均值来近似，则 KL散度公式2.59可以改写为以下形式：

DKL(p||q) ≃
1

N

N∑

i=1

{− ln q(xi|θ) + ln p(xi)}

上式右边的第二项 ln p(xi)并不依赖于参数 θ，在优化过程中可以忽略。第一项则是对于训练集
使用近似分布 q(xi|θ)计算的负对数似然函数（即生成训练集的近似概率）。因此，最小化 KL
散度实际上等同于最大化似然函数。

当随机变量 x 和 y 是相互独立的，它们的联合概率分布 p(x, y) 可以分解为两个边缘分布
（Marginal Distribution）的乘积，即 p(x, y) = p(x)p(y)。我们可以通过 p(x, y)与 p(x)p(y)之间的

KL散度来判断随机变量 x和 y 是否独立。如果此 KL散度为零，则表明 x和 y 是相互独立的；
如果散度大于零，则意味着它们不是独立的。这种联合分布 p(x, y)与其边缘分布乘积 p(x)p(y)

之间的 KL散度被称为随机变量 x和 y之间的互信息（Mutual Information）：

I[x, y] ≡ DKL(p(x, y)||p(x)p(y)) = −
∫∫

p(x, y) ln

(
p(x)p(y)

p(x, y)

)
dx dy (2.60)
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我们可以推导出以下互信息与条件熵之间的关联：

I[x, y] = H[x]− H[x|y] = H[y]− H[y|x] (2.61)

因此，互信息可以理解为，知晓 y 的值后对 x的不确定性减少的程度，或者知晓 x的值后对 y

的不确定性减少的程度。公式2.61可以推导如下：

H[x]− H[x|y] = −
∫

p(x) ln p(x) dx−
(
−
∫∫

p(x, y) ln p(x|y) dx dy

)

= −
∫∫

p(x, y) ln p(x) dx dy +

∫∫
p(x, y) ln p(x|y) dx dy

= −
∫∫

p(x, y) ln

(
p(x)

p(x|y)

)
dx dy

= −
∫∫

p(x, y) ln

(
p(x)p(y)

p(x|y)p(y)

)
dx dy

= −
∫∫

p(x, y) ln

(
p(x)p(y)

p(x, y)

)
dx dy

= I[x, y]

在这一节的最后部分，我们将证明 KL散度总是大于或等于零的，即 DKL(p||q) ≥ 0。为了
完成这一证明，我们需要引入凸函数的概念。如图2.9(a)所示，凸函数任意两点之间的连线始终
位于函数曲线的上方。任意介于 a和 b两点之间的点可以表示为 λa+(1−λ)b，其中 0 ≤ λ ≤ 1。
该点在函数上的值为 f(λa + (1 − λ)b)，而相应 f(a) 和 f(b) 两点之间连线上的点可以表示为
λf(a) + (1− λ)f(b)。如果函数满足以下不等式，则该函数被称为凸函数（Convex Function）：

f(λa+ (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) (2.62)

对于定义在区间上的二阶可导函数，凸性等价于其二阶导数处处非负。当 a ̸= b，如果公式2.62中
的等式仅在 λ = 0或 λ = 1时成立，那么该函数被称为严格凸函数。若将公式2.62中的小于等于
号（≤）替换为大于等于号（≥），则满足这个新不等式的函数被定义为凹函数（Concave Function），
示例可见图2.9(b)。显而易见，如果 f(x)是凸函数，那么 −f(x)是凹函数，反之亦然。

!(#)

#% &'% + 1 − ' &

!(#)

#% &
(a) (b)

'! % + 1 − ' !(&)

'! % + 1 − ' !(&)

'% + 1 − ' &

图 2.9: 凸函数和凹函数的特性对比。(a)凸函数任意两点之间的连线始终位于函数曲线的上方。
(b)凹函数任意两点之间的连线始终位于函数曲线的下方。
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利用数学归纳法（Mathematical Induction），我们可以证明凸函数满足以下的不等式：

f

(
N∑

i=1

λixi

)
≤

N∑

i=1

λif(xi) (2.63)

其中 λi ≥ 0，并且
∑N

i=1 λi = 1。上式被称为琴生不等式（Jensen’s Inequality），其证明过程也
比较简单直观。在此，我们仅给出证明的基本思路。公式2.62作为应用数学归纳法的奠基步骤，
即在两个 xi的情况下，公式2.63是成立的。然后，假设公式在N − 1个 xi的情况下成立，可以
通过递推步骤证明当有N 个 xi时，公式2.63仍然成立。这个结论是显然的，因为仅在N − 1个
xi的基础上通过调整权重 λi来添加一个新的点。若将 λi看作随机变量 x在不同 xi值上的离散
概率分布，那么公式2.63可以改写成：

f(E[x]) ≤ E[f(x)] (2.64)

其中 E[·]表示求期望。对于连续变量，琴生不等式的形式如下：

f

(∫
xp(x) dx

)
≤
∫

f(x)p(x) dx (2.65)

将上式应用到 KL散度的公式2.59，我们可以得到：

DKL(p||q) = −
∫

p(x) ln

(
q(x)

p(x)

)
dx

≥ − ln

(∫
q(x)

p(x)
p(x) dx

)
（− ln(x)为凸函数）

= − ln

(∫
q(x) dx

)

= 0 （
∫

q(x) dx = 1）

至此，DKL(p||q) ≥ 0得证，并且当两个分布 p(x)和 q(x)完全相同时，KL散度的值为零。因此，
KL散度可以作为衡量两个概率分布之间差异的指标。

2.5 高斯分布

高斯分布（Gaussian Distribution），又称为正态分布（Normal Distribution），它是最常用的
连续型随机变量的概率分布之一。根据中心极限定理（Central Limit Theorem），在满足某些较为
宽松的条件下，一组独立随机变量的和（其本身也是一个随机变量）会随着随机变量数量的增
加而趋近于高斯分布。举例来说，假设有N 个随机变量 x1, . . . , xN，并且这些变量在区间 [0, 1]

上服从均匀分布。当N 足够大时，样本均值 (x1 + · · ·+ xN )/N 将趋向于高斯分布（如图2.10）。
对于单变量 x的情况，一维高斯分布可以写成以下形式2：

N (x|µ,σ2) = 1

(2πσ2)1/2
exp

(
− 1

2σ2
(x− µ)2

)
(2.66)

2本书采用 ex 或 exp (x)两种方式表示自然常数 e的指数函数，具体选择取决于表达的简洁性和可读性。当指数部分
较为简单时，使用 ex 形式；而在指数部分较为复杂时，则采用 exp (x)形式。
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其中 µ表示均值，σ2 为方差（σ 称为标准差），exp(·)为自然常数 e的指数函数。对于一个 D

维向量 x，多维高斯分布（又称多元高斯分布）的形式为：

N (x|µ,Σ) =
1

(2π)D/2|Σ|1/2
exp

(
−1

2
(x− µ)$Σ→1(x− µ)

)
(2.67)

其中 µ表示D维的均值向量，Σ则是D×D的协方差矩阵。|Σ|表示矩阵Σ的行列式（Deter-
minant），是一个标量。一维和多维高斯分布如图2.11所示。
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图 2.10: 独立随机变量之和随着随机变量数量增加趋近于高斯分布的示例（随机生成 100组）。
(a)十个在 [0, 1]区间服从均匀分布的随机变量之和。(b)千个在 [0, 1]区间服从均匀分布的随机
变量之和。

在2.4信息论一节讨论编码问题时，我们已经了解到，在离散分布中，均匀分布的熵值是最
高的。而在具有给定均值和方差的连续分布中，高斯分布具有最大的微分熵。接下来，我们简
要证明这一结论。我们的目标是寻找某种形式的概率分布 p(x)，使其能够最大化微分熵：

H[x] = −
∫ ∞

→∞
p(x) ln p(x) dx (2.68)

并且满足以下三个约束条件： ∫ ∞

→∞
p(x) dx = 1 (2.69)

∫ ∞

→∞
xp(x) dx = µ (2.70)

∫ ∞

→∞
(µ− x)2p(x) dx = σ2 (2.71)

其中第一个约束条件是要求概率分布在所有可能取值上的积分为 1，即满足概率的归一化条件，
而第二个和第三个约束则对应于均值和方差的定义。采用拉格朗日乘数法，我们可以得到如下
的最大化目标函数：

−
∫ ∞

→∞
p(x) ln p(x) dx+ λ0

(∫ ∞

→∞
p(x) dx − 1

)

+ λ1

(∫ ∞

→∞
xp(x) dx− µ

)
+ λ2

(∫ ∞

→∞
(µ− x)2p(x) dx− σ2

)

其中 λ0、λ1 和 λ2 分别是与三个约束条件对应的拉格朗日乘数。为了求得使上述目标函数最大
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化的 p(x)，通常的做法是将目标函数对 p(x)求导，并将导数设为零，以解出相应的 p(x)。由于
与 p(x)无关的项的导数为零，因此可以将这些项舍去，得到如下形式：

∫ ∞

→∞
−p(x) ln p(x) + λ0p(x) + λ1xp(x) + λ2(µ− x)2p(x) dx

将上式在积分内的部分对 p(x)求导并设为零（此过程实际需要使用变分法），可以得到：

− ln p(x)− 1 + λ0 + λ1x+ λ2(µ− x)2 = 0 ⇒

p(x) = exp
(
−1 + λ0 + λ1x+ λ2(µ− x)2

)

使微分熵最大的分布通常在均值附近呈对称性。对称分布意味着随机变量在均值两侧的表现是
无偏的，即没有倾向于任何一侧。如果分布偏向均值的某一侧，其不确定性就会降低，从而导
致微分熵的减少。对指数中的二次式配方后，其中心为 µ − λ1/(2λ2)。根据均值必须等于 µ的
约束，可得 λ1 = 0。然后，我们将 p(x) = exp

(
−1 + λ0 + λ2(µ− x)2

)
代入公式2.69和2.71，即

可求解出 λ0 = 1 + ln(2πσ2)→1/2和 λ2 = −1/(2σ2)。最后，将求得的 λ0和 λ2代回 p(x)的表达
式中，就可以得到高斯分布的概率密度函数（公式2.66）。

如果对单变量高斯分布计算其微分熵，我们可以得到如下形式：

H[x] = E[− ln p(x)] =
1

2

(
1 + ln(2πσ2)

)
(2.72)

从上式可以看出，随着高斯分布的方差增大（即分布变得更宽），其微分熵也随之增大。我们还
观察到，当 σ2 < 1

2πe 时，其微分熵 H[x] < 0。与离散熵总是为非负不同，微分熵可能出现负值。
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图 2.11: 高斯分布的示例。(a)一维高斯分布。(b)二维高斯分布。

从一维高斯分布的概率密度函数（公式2.66）可以看出，高斯分布的实质是以数据点与均
值 µ之间的欧氏距离（Euclidean Distance）来确定其概率值。由于其指数部分存在负号，这意味
着数据点距离均值越近，其对应的概率值就越大，反之则越小。对于多维高斯分布（公式2.67），
让我们来分析其指数的二次项部分：

∆2 = (x− µ)$Σ→1(x− µ) (2.73)
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其中∆被称为从 x到 µ的马氏距离（Mahalanobis Distance）。当协方差矩阵Σ是一个单位矩阵
（即对角线元素为 1，其余元素为 0的方阵）时，则马氏距离退化为欧氏距离。

协方差矩阵Σ是一个实对称矩阵。因此，D ×D的协方差矩阵有D个实数特征值 λi及其
特征向量 ui：

Σui = λiui, i ∈ {1, . . . , D} (2.74)

其中 ui是两两正交且标准化的向量：

u$
i uj =

⎧
⎨

⎩
1, 当 i = j

0, 当 i ̸= j
(2.75)

根据公式2.74，我们有：

Σ

⎡

⎢⎢⎣u1 · · · uD

⎤

⎥⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎣u1 · · · uD

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

λ1
. . .

λD

⎤

⎥⎥⎦ ⇒

Σ =

⎡

⎢⎢⎣u1 · · · uD

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

λ1
. . .

λD

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣u1 · · · uD

⎤

⎥⎥⎦

→1

由于 ui 是两两正交且标准化的向量，则由它们所组成的矩阵的逆矩阵就是其转置矩阵。因此，
协方差矩阵 Σ可以表示为：

Σ =

⎡

⎢⎢⎣u1 · · · uD

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

λ1
. . .

λD

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

u$
1

· · ·
u$
D

⎤

⎥⎥⎦ ⇒

Σ =
D∑

i=1

λiuiu
$
i

同样由于特征向量 ui两两正交的性质，协方差矩阵的逆矩阵 Σ→1可以表示为：

Σ→1 =
D∑

i=1

1

λi
uiu

$
i (2.76)

将公式2.76代入公式2.73，多维高斯分布概率密度函数的指数部分的二次项可表示为：

∆2 =
D∑

i=1

y2i
λi

(2.77)

其中 yi = u$
i (x − µ)。我们可以将 yi 理解为由标准正交向量 ui 所定义的新坐标系，这些向量

相对于原始的 xi坐标进行了平移（减去均值向量 µ）和旋转（乘以特征向量 ui）。
从以上分析可以看出，协方差矩阵（描述了各维度的方差以及各维度之间的相关性）所起

的作用是在计算多维高斯分布的概率时，数据点到均值的距离会先转换到相互正交的各特征向
量方向上，然后使用对应特征值的倒数对各方向的距离进行加权（如公式2.77所示）。使用特征
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值（协方差矩阵的特征值就表示数据在对应特征向量方向上的方差）的倒数进行加权是为了在
计算数据点离均值的距离时，将不同方向上的尺度（即方差）调整到统一的尺度。

与之前几节一样，先使用最大似然估计方法来估计高斯分布的参数。我们先从简单的一维
高斯分布开始，然后推广到多维高斯分布的情况。假设给定数据集 D = {x1, . . . , xN}，其中每
个样本 xi都是从同一个一维高斯分布 N (µ,σ2)中独立采样的，其对数似然函数可以表示为：

ln p(D|µ,σ2) =
N∑

i=1

lnN (xi|µ,σ2) = −
N

2
ln(2π)− N

2
ln(σ2)− 1

2

N∑

i=1

(xi − µ)2

σ2
(2.78)

将上述对数似然函数分别对均值 µ和方差 σ2求偏导，并令偏导为零，我们可以得到以下结果：

µ =
1

N

N∑

i=1

xi (2.79)

σ2 =
1

N

N∑

i=1

(xi − µ)2 (2.80)

公式2.79和2.80分别为高斯分布均值和方差的最大似然估计。我们先使用公式2.79计算出 µ的值，
然后再利用它来计算方差 σ2。将其推广至多维高斯分布时，均值 µ和方差 Σ的估计分别为：

µ =
1

N

N∑

i=1

xi (2.81)

Σ =
1

N

N∑

i=1

(xi − µ)(xi − µ)$ (2.82)

其中 {xi}Ni=1表示从同一多维高斯分布 N (µ,Σ)中独立抽取的 N 个样本。
最大似然估计得到的参数值实际上也是随机变量，对于不同的样本数据集可能会得到不同

的估计值。我们希望这些估计值的期望等于未知参数的真实值，即应当是无偏的。无偏估计需要
满足E[φ̂] = φ的条件，其中 φ̂表示参数 φ的估计。无论随机变量服从何种分布，公式2.79和2.81是
均值的无偏估计。对于方差的估计，当均值也未知时，则公式2.80和2.82是有偏的。我们以一维
高斯分布的方差估计为例，来说明其并非为无偏估计。对公式2.80的右侧求期望（由于原公式中
的均值 µ也是估计值，所以改用 µ̂表示），可以得到以下结果：

E
[
1

N

N∑

i=1

(xi − µ̂)2
]
= E

[
1

N

N∑

i=1

x2i − µ̂2

]

= E
[
1

N

N∑

i=1

x2i

]
− E

[
µ̂2
]

（期望的线性性质）

= E
[
x2i
]
−
(
Var[µ̂] + E[µ̂]2

)
（Var[x] = E[x2]− E[x]2）

= σ2 + µ2 −
(
σ2

N
+ µ2

)
（Var[µ̂] = Var

[
1

N

N∑

i=1

xi

]

=
N − 1

N
σ2 =

1

N2

N∑

i=1

Var[xi] =
σ2

N
）
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从以上推导中可以看出，最大似然估计得到的方差的期望是真实方差的 (N − 1)/N 倍。为了得
到无偏估计，我们可以将最大似然估计乘以修正因子 N/(N − 1)，这一方法称为无偏化。因此，
公式2.80和2.82可以改写为无偏化后的样本方差计算公式：

σ2 =
1

N − 1

N∑

i=1

(xi − µ)2 (2.83)

Σ =
1

N − 1

N∑

i=1

(xi − µ)(xi − µ)$ (2.84)

显然，用以上两个公式计算得到的方差估计的期望就等于真实的方差。
接下来，我们讨论如何使用贝叶斯方法来估计高斯分布的参数。我们同样先从较为简单的

一维高斯分布开始入手。高斯分布包含均值 µ和方差 σ2两类参数。因此，我们将分别讨论三种
情况：已知方差时估计均值，已知均值时估计方差，以及均值与方差均未知的情形。

首先讨论方差 σ2已知，均值 µ未知的情形。采用贝叶斯方法，需要为均值 µ选择一个合适
的先验分布。给定数据集 D = {x1, . . . , xN}，其中每个样本 xi都是从同一个高斯分布N (µ,σ2)

中独立抽取出来的，其似然函数的形式为：

p(D|µ,σ2) =
N∏

i=1

N (xi|µ,σ2) =
1

(2πσ2)N/2
exp

(
− 1

2σ2

N∑

i=1

(xi − µ)2
)

(2.85)

从以上似然函数可以看出，它是关于均值 µ的二次项的指数形式。如果 µ的先验分布 p(µ)也为
高斯分布，那么似然函数与先验分布的乘积依然保持 µ的二次项的指数形式，其后验分布也将
是一个高斯分布。在这种情况下，均值 µ的先验分布与后验分布是共轭的。假设均值 µ取以下
形式的先验分布：

p(µ) = N (µ|µ0,σ
2
0) (2.86)

其中 µ0是作为先验的高斯分布的均值，而 σ20 是方差。均值 µ的后验分布正比于：

p(µ|D) ∝ p(D|µ,σ2)N (µ|µ0,σ
2
0) (2.87)

由于后验分布也是一个高斯分布，我们可以通过配方法（Completing the Square）进行求解。在
具体介绍该方法之前，让我们回顾一下高斯分布的概率密度函数（公式2.66）。如以下公式及其
注释所示，它可以看成由一个归一化项和一个指数项所组成，其中指数项可进一步分解为方差
的倒数项和均值的二次项：

N (x|µ,σ2) = 1

(2πσ2)1/2︸ ︷︷ ︸
归一化项

exp

⎛

⎜⎝−
1

2

方差的倒数项︷︸︸︷
σ→2

均值的二次项︷ ︸︸ ︷
(x− µ)2

⎞

⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
指数项

(2.88)

其中归一化项是为了确保概率密度函数的积分总和为一，因此可以等确定了指数项之后再求得。
高斯分布的关键部分在其指数项，特别是形如 (x− µ)2 的二次项。对于某个未知参数值的高斯
分布，只要将其指数项通过配方法配出类似 (x− µ)2 这样的完全平方形式，就可以方便地确定
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该分布的均值与方差。采用配方法求解公式2.87所示的后验高斯分布的均值与方差的过程如下：

p(µ|D) ∝ p(D|µ,σ2)N (µ|µ0,σ
2
0)

=
1

(2πσ2)N/2
exp

(
− 1

2σ2

N∑

i=1

(xi − µ)2
)

1

(2πσ20)
1/2

exp

(
− 1

2σ20
(µ− µ0)

2

)

=
1

(2πσ2)N/2(2πσ20)
1/2

exp

(
− 1

2σ2

N∑

i=1

(xi − µ)2 − 1

2σ20
(µ− µ0)

2

)

根据上述分析，我们只需要关注指数项。因此，从上式中提取出指数部分，并对其进一步推导：

− 1

2σ2

N∑

i=1

(xi − µ)2 − 1

2σ20
(µ− µ0)

2

=− 1

2σ2σ20

(
σ20

N∑

i=1

(xi − µ)2 + σ2(µ− µ0)
2

)

=− 1

2σ2σ20

(
σ20

N∑

i=1

(x2i − 2xiµ+ µ2) + σ2(µ2 − 2µ0µ+ µ2
0)

)

=− 1

2σ2σ20

(
σ20

N∑

i=1

x2i − 2Nσ20µ̂µ+Nσ20µ
2 + σ2µ2 − 2σ2µ0µ+ σ2µ2

0

)
（µ̂ =

1

N

N∑

i=1

xi）

=− 1

2σ2σ20

(
(Nσ20 + σ2)µ2 − 2(σ2µ0 +Nσ20µ̂)µ+ const

)
（const表示与 µ无关的常数项）

=− 1

2

Nσ20 + σ2

σ2σ20

(
µ2 − 2

σ2µ0 +Nσ20µ̂

Nσ20 + σ2
µ+ const

)

=− 1

2

(
1

σ20
+

N

σ2

)((
µ− σ2µ0 +Nσ20µ̂

Nσ20 + σ2

)2

+ const
)

从以上推导的最后一步可以看出，均值 µ的后验分布为：

p(µ|D) = N (µ|µN ,σ2N ) (2.89)

其中：

µN =
σ2

Nσ20 + σ2
µ0 +

Nσ20
Nσ20 + σ2

µ̂ (2.90)

1

σ2N
=

1

σ20
+

N

σ2
(2.91)

公式2.90表明后验分布的均值 µN 实际上是先验分布的均值 µ0和最大似然估计 µ̂的加权和，即
两者之间的折衷。在没有可观察样本（N = 0）的情况下，µN 等于先验分布的均值 µ0。当样本
数量 N 趋向于无穷大时，后验分布的均值 µN 逐渐逼近最大似然估计 µ̂。公式2.91表明，随着
样本数量N 的增加，后验分布的方差 σ2N 将逐渐减小，使得分布变得越来越集中。当N 趋向于
无穷大时，σ2N 趋向于零，即分布将变得极其狭窄且集中于其唯一的峰值 µ̂。

在多维高斯分布的情况下，当协方差矩阵 Σ已知，但均值 µ未知时，其结果也是显然的。
仍然选择高斯分布作为均值 µ的先验分布，只需将公式2.90和2.91中的方差 σ2改成协方差矩阵
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Σ，就可以得到后验分布的均值和协方差矩阵：

µN = ΣN
(
Σ→1

0 µ0 +NΣ→1µ̂
)

(2.92)

ΣN =
(
Σ→1

0 +NΣ→1
)→1 (2.93)

其中 µ0和 Σ0分别是均值 µ的先验分布的均值和协方差矩阵。
接着，我们来讨论均值 µ已知，而方差 σ2未知的情形。在这种情形中，方差 σ2用其倒数 λ =

1/σ2比较方便处理，这里的 λ称为高斯分布的精度 (Precision)。给定数据集 D = {x1, . . . , xN}，
用精度 λ表示的似然函数形式如下：

p(D|µ,λ→1) =
N∏

i=1

N (xi|µ,λ→1) =

(
λ

2π

)N/2

exp

(
−λ
2

N∑

i=1

(xi − µ)2
)

(2.94)

从以上似然函数的形式可以看出，与其共轭的先验分布需要是 λ幂次和以 λ的线性函数为指数
的指数函数的乘积形式。我们在第2.3节中介绍过的伽玛分布正好符合这样的要求：

Gamma(λ|α,β) = βαλα→1e→βλ

!(α)
(2.95)

假设选择 Gamma(λ|α0,β0)作为精度 λ的先验分布，则其后验分布 p(λ|D)将正比于：

p(λ|D) ∝ λα0→1λN/2 exp

(
−β0λ−

λ

2

N∑

i=1

(xi − µ)2
)

(2.96)

由于后验与先验分布是共轭的，后验分布仍然是一个伽玛分布 Gamma(λ|αN ,βN )，其参数可以
计算为：

αN = α0 +
N

2
(2.97)

βN = β0 +
1

2

N∑

i=1

(xi − µ)2 = β0 +
N

2
σ̂2 (2.98)

其中 σ̂2 是采用最大似然估计所得到的方差值（公式2.80）。在求解后验分布的过程中，我们并
不需要考虑公式2.96中先验分布和似然函数的归一化项和常数项，因为它们最终会在伽玛分布
（公式2.95）的归一化项中体现。

对于多维高斯分布，若均值 µ 已知，而协方差矩阵 Σ 未知时，我们需要使用威沙特分布
（Wishart Distribution）来作为精度矩阵（Λ = Σ→1）的先验分布，该分布在此情况下是相应似然
函数的共轭先验。威沙特分布是伽玛分布在多维上的扩展，其概率密度函数的定义如下：

W(Λ|W, η) =
(
2ηD/2|W|η/2!D

(η
2

))→1
|Λ|(η→D→1)/2 exp

(
−1

2
tr
(
W→1Λ

))
(2.99)

其中 Λ是一个 D ×D的半正定对称矩阵，η是分布的自由度，W则是一个 D ×D的正定尺度
矩阵。|W|表示矩阵W的行列式，tr(·)表示矩阵的迹，而 !D 是多维伽玛函数，其定义如下：

!D

(η
2

)
= πD(D→1)/4

D∏

j=1

!

(
η

2
+

1− j

2

)
(2.100)

给定包含N个样本的数据集D = {x1, . . . ,xN}，并且选择精度矩阵的先验分布为W(Λ|W0, η0)，
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则后验分布仍为威沙特分布W(Λ|WN , ηN )，其参数可以按以下方式计算：

W→1
N = W→1

0 +
N∑

i=1

(xi − µ)(xi − µ)$ (2.101)

ηN = η0 +N (2.102)

最后，我们来讨论均值 µ和方差 σ2都未知的情形。我们仍然优先考虑与似然函数共轭的先
验分布。此时，我们不能再假设均值 µ或方差 σ2中的任何一个已知，并将其作为常数对待，而
需要将似然函数看成同时依赖于均值 µ和方差 σ2（使用 λ→1 表示以便于处理），然后为其找到
合适的先验分布。

p(D|µ,λ→1) =
N∏

i=1

N (xi|µ,λ→1)

=
N∏

i=1

(
λ

2π

)1/2

exp

(
−λ
2
(xi − µ)2

)

∝
(
λ1/2 exp

(
−λµ

2

2

))N

exp

(
λµ

N∑

i=1

xi −
λ

2

N∑

i=1

x2i

)

=

(
λ1/2 exp

(
−λµ

2

2

))ν
exp (cλµ− dλ)（ν = N , c =

N∑

i=1

xi, d =
1

2

N∑

i=1

x2i）

= exp

(
−νλ

2

(
µ− c

ν

)2)
λν/2 exp

(
−
(
d− c2

2ν

)
λ

)

∝
(
νλ

2π

)2

exp

(
−νλ

2
(µ− υ)2

)

︸ ︷︷ ︸
N (µ|υ,(νλ)−1)

λα→1 exp (−βλ)︸ ︷︷ ︸
Gamma(λ|α,β)

（υ =
c

ν
, α = 1 +

ν

2
, β = d− c2

2ν
）

从以上推导的最后一步可以看出，似然函数可以表示为高斯分布 N (µ|υ, (νλ)→1) 与伽玛分布
Gamma(λ|α,β)的乘积形式。因此，如果选择的先验分布与此形式相同，则这种先验分布将是该
似然函数的共轭先验。这样的先验分布被称为高斯-伽玛分布（Gaussian-Gamma Distribution）：

NormalGamma(µ,λ|υ, ν,α,β) = N (µ|υ, (νλ)→1)Gamma(λ|α,β) (2.103)

值得注意的是，均值 µ与精度 λ的联合先验分布 p(µ,λ)可以分解为 p(µ|λ)p(λ)，其中 p(λ)对
应于伽玛分布 Gamma(λ|α,β)，而 p(µ|λ)对应于高斯分布 N (µ|υ, (νλ)→1)。由于均值 µ的条件
先验分布 p(µ|λ)依赖于参数 λ，所以高斯-伽玛分布并非关于均值 µ和精度 λ两个独立分布的
乘积。在似然函数中，均值 µ与精度 λ是相互关联的（无法完全分离），因此即使我们选择了均
值 µ与精度 λ相互独立的先验分布，其后验分布仍会出现均值 µ与精度 λ之间依赖或耦合的情
况。给定包含 N 个样本的数据集 D = {x1, . . . , xN}，并选择 NormalGamma(µ,λ|υ0, ν0,α0,β0)

作为先验分布，则后验分布仍为高斯-伽玛分布 NormalGamma(µ,λ|υN , νN ,αN ,βN )。先验结合
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似然函数后，后验分布的参数可以按以下方式计算：

υN =
ν0

ν0 +N
υ0 +

N

ν0 +N
µ̂ (2.104)

νN = ν0 +N (2.105)

αN = α0 +
N

2
(2.106)

βN = β0 +
1

2

(
N σ̂2 +

ν0N(µ̂− v0)2

ν0 +N

)
(2.107)

其中 µ̂是使用最大似然估计所得到的均值，而 σ̂2是方差的最大似然估计，其计算公式分别为：

µ̂ =
1

N

N∑

i=1

xi (2.108)

σ̂2 =
1

N

N∑

i=1

(xi − µ̂)2 (2.109)

对于多维高斯分布的情况，如果均值µ和精度矩阵Λ都未知，则需要使用高斯-威沙特分布
（Gaussian-Wishart Distribution）作为先验分布。给定包含N 个样本的数据集 D = {x1, . . . ,xN}，
并且采用高斯-威沙特分布N (µ|υ0, (ν0Λ)→1)W(Λ|W0, η0)作为先验分布。由于分布之间的共轭
性质，后验分布仍然为高斯-威沙特分布NormalWishart(µ,Λ|υN , νN ,WN , ηN )，其参数可按以下
方式计算：

υN =
ν0

ν0 +N
υ0 +

N

ν0 +N
µ̂ (2.110)

νN = ν0 +N (2.111)

W→1
N = W→1

0 +
N∑

i=1

(xi − µ̂)(xi − µ̂)$ +
Nν0
ν0 +N

(µ̂− υ0)(µ̂− υ0)
$ (2.112)

ηN = η0 +N (2.113)

其中 µ̂是使用最大似然估计所得到的均值向量（公式2.81）。
若两组变量服从联合高斯分布，则在已知一组变量的情况下，另一组变量的条件概率分布

依然为高斯分布。同样地，任意一组变量的边缘分布也是高斯分布。借助之前所介绍的配方法，
容易推导出以下推论。给定多维高斯分布N (x|µ,Σ)，将随机变量 x任意划分成 x1和 x2两组：

x =

[
x1

x2

]
, µ =

[
µ1

µ2

]
, Λ = Σ→1

Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
, Λ =

[
Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

]

则给定 x2时，x1的条件概率分布为：

p(x1|x2) = N (x1|µ1|2,Λ
→1
11 ) (2.114)

µ1|2 = µ1 −Λ→1
11 Λ12(x2 − µ2) (2.115)
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随机变量 x1的边缘分布为：
p(x1) = N (x1|µ1,Σ11) (2.116)

尽管高斯分布是最常用的概率分布之一，但它也存在一些局限性。首先，多维高斯分布的
协方差矩阵含有D(D+1)/2个参数。当矩阵维度D较大时，处理如求逆这样的大矩阵运算会产
生较大的计算代价，并且需要更多的数据用于估计与D2呈正比增长的参数。减少参数量的方法
是采用某种限定形式的协方差矩阵。例如，我们可以考虑对角矩阵Σ = diag(σ2i )，这将使参数量
从D(D+1)/2降到D。如图2.12(b)所示，此时二维高斯分布的概率等高线（呈椭圆形）的长轴
和短轴将与坐标轴对齐。我们可以进一步将其设为各向同性的协方差矩阵（Isotropic Covariance）
Σ = σ2I，从而将参数量减少到 1。如图2.12(c)所示，此时二维高斯分布的概率等高线将呈现为
同心圆。这些方法虽然减少了协方差矩阵的参数量，并且加快了求逆等运算的速度，但同时也
限制了高斯模型捕捉数据间相关性的能力。

!!

!"

!!

!"

!!

!"

(a) (c)(b)

" = diag()#") " = )"+"

图 2.12: 二维高斯分布的概率等高线示意图，其中协方差矩阵为：(a)一般形式；(b)对角形式，
椭圆形等高线的长短轴与坐标轴对齐；(c)各向同性（参数 σ2乘以单位矩阵），等高线为同心圆。

高斯分布的另一个局限性是它本质上是单峰的（即在其均值处取得唯一最大值），从而不
能较好地拟合多峰分布。一方面，从协方差矩阵参数过多的角度来看，高斯分布可能过于灵活
（有过多的参数可供调整）。另一方面，由于其本质上的单峰性质，其在能够表达的概率分布的
范围上又显得过于受限。一种解决方案是采用混合高斯模型（Mixture of Gaussians），即将数据
表示为K 个高斯分布的叠加形式：

p(x) =
K∑

k=1

πkN (x|µk,Σk) (2.117)

其中每个 N (x|µk,Σk)称为混合高斯模型的子成分，而 πk 为混合系数，需要满足以下条件：
K∑

k=1

πk = 1, 0 ≤ πk ≤ 1 (2.118)

如图2.13(a)所示，单一高斯分布（灰色曲线）无法有效地拟合由三个高斯分布（蓝色、绿色和
橙色曲线）生成的数据，因为该单一高斯分布的均值附近并非（唯一的）数据密集区域。相比之
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下，图2.13(b)中的混合高斯模型（红色曲线）通过增加足够多的子成分，并调整它们的均值、协
方差及混合系数，几乎可以以任意精度逼近任何复杂的分布。由于样本所属的混合成分未被观
测到，边缘对数似然中的各成分参数相互耦合，通常无法直接求得最大似然估计的解析解。我
们将在第10章中介绍如何使用期望最大化算法（Expectation Maximization）来估计混合高斯模型
的参数。
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(a)

0.0
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(b)

图 2.13: 混合高斯模型示例。(a)一个高斯分布（灰色曲线）拟合由三个高斯分布（蓝色、绿色
和橙色曲线）生成的数据。(b)由三个子成分组成的混合高斯模型（红色曲线）拟合相同的数据。

最后需要注意的是，高斯分布对少数异常值比较敏感。如图2.14所示，在数据集中仅增加三
个异常值之后，采用高斯分布拟合所得到的曲线（蓝色）发生了显著变化，明显受到异常值的影
响而出现了强烈的扭曲。为了增强对少数异常值的鲁棒性，可以选择使用学生氏分布（Student’s
t-Distribution）。通过对比图2.14(a)和 (b)中的绿色曲线可以看出，学生氏分布的拟合结果几乎
不受异常值的影响。接下来，我们将讨论什么是学生氏分布，以及为何它相较于高斯分布对于
异常值具有更强的鲁棒性。

之前我们讨论高斯分布均值 µ已知，而精度 λ未知的情形时，采用伽玛分布Gamma(λ|α,β)
作为似然函数的共轭先验。假设随机变量 x服从高斯分布N (x|µ,λ→1)，并且精度 λ的先验分布
为 Gamma(λ|α,β)。通过对精度 λ进行积分（即考虑 λ的所有可能取值及概率），可以得到如下
关于随机变量 x的边缘分布：

p(x|µ,α,β) =
∫ ∞

0
N (x|µ,λ→1)Gamma(λ|α,β) dλ

=

∫ ∞

0

(
λ

2π

)1/2

exp

(
−λ
2
(x− µ)2

)
βαλα→1e→βλ

!(α)
dλ

=
βα

!(α)

(
1

2π

)1/2(
β +

(x− µ)2

2

)→α→1/2

!(α+ 1/2)

将以上最后一步中的变量替换为 η = 2α和 τ = α/β，就可以得到学生氏分布的概率密度函数：

St(x|µ, τ, η) = !(η/2 + 1/2)

!(η/2)

(
τ

πη

)1/2(
1 +

τ(x− µ)2

η

)→(η/2+1/2)

(2.119)
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图 2.14: 学生氏分布较高斯分布更具鲁棒性的示意图。(a)使用高斯分布（蓝色曲线）和学生氏
分布（绿色曲线）分别拟合柱状图所示的数据集。(b)在数据集中增加了三个异常值（位于右侧）
的拟合结果。高斯分布（蓝色曲线）受到异常值的显著影响，导致其曲线形态发生了较大变化，
而学生氏分布（绿色曲线）几乎不受影响（自由度为 1）。

其中参数 τ 称为精度，而参数 η 为分布的自由度（Degrees of Freedom）。自由度对分布的影响
如图2.15(a)所示。当自由度 η = 1时，学生氏分布退化为柯西分布（Cauchy Distribution）；而当
自由度趋近于无穷大 η → ∞时，则学生氏分布 St(x|µ, τ, η)退化为均值为 µ、精度为 τ 的高斯
分布 N (x|µ, τ→1)。一维学生氏分布的均值（严格应称为位置参数）和方差分别为：

E[x] = µ 当 η > 1 (2.120)

Var[x] = η

η − 2
τ→1 当 η > 2 (2.121)

从推导出学生氏分布的过程可以看出，它是由具有相同均值但不同精度的无穷多个高斯分
布叠加所得到的。这可以理解为在混合高斯模型中混合了无限多个高斯分布，从而产生了一个
比高斯分布具有更重 “长尾”（Heavy Tail）的分布。如图2.15(a)所示，自由度为 1或 0.1的学生氏
分布的两端相较于高斯分布（即自由度趋近无穷大的学生氏分布）分配了更多的概率密度。在
实际应用中，异常值（出现在低概率区域的数据点）通常由于数据标注错误或者数据本身具有
重尾特性而产生，因而具备更重 “长尾”的学生氏分布在面对异常值时较高斯分布更加鲁棒。

多维学生氏分布的概率密度函数的形式如下：

St(x|µ,Λ, η) =
!(η/2 +D/2)

!(η/2)

|Λ|1/2

(πη)D/2

(
1 +

(x− µ)$Λ(x− µ)

η

)→(η/2+D/2)

(2.122)

其中D表示 x的维度，µ为均值向量，Λ是精度矩阵，η代表自由度。多维学生氏分布的均值
和协方差分别为：

E[x] = µ 当 η > 1 (2.123)

Var[x] = η

η − 2
|Λ|→1 当 η > 2 (2.124)
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图 2.15: 学生氏分布的示例。(a)一维学生氏分布。当自由度趋近于无穷大时（η →∞），退化为
高斯分布。(b)二维学生氏分布。

自由度为 1的二维学生氏分布如图2.15(b)所示。

2.6 指数族分布

本章中所讨论的离散或连续的概率分布（除了高斯混合模型和学生氏分布外）都是指数族
分布（Exponential Family of Distributions）的特例。指数族分布的成员可以表示成统一的形式，
并且具有许多重要的共同特性。对于指数族分布，采用最大似然方法进行参数估计时，具有统
一且简便的表达式；而使用贝叶斯方法时，其似然函数必然存在相应的共轭先验。

随机变量 x的指数族分布可表示为以下形式：

p(x|η) = h(x)g(η) exp(η$t(x)) (2.125)

其中 x可以是标量或向量，它既可以是离散型随机变量，也可以是连续型随机变量。参数 η被
称为自然参数（Natural Parameter），它是分布原参数 θ的某种变换 η(θ)。例如，对于伯努利分布
和二项分布的原参数 µ，在表示为指数族分布的统一形式之后，其自然参数为 η = ln(µ/(1−µ))。
再如，对于泊松分布的原参数 λ，其自然参数为 η = lnλ。函数 g(η)可以理解为确保分布归一
化所增加的系数项，即需要满足以下条件：

g(η)

∫
h(x) exp(η$t(x)) dx = 1 (2.126)

如果上式中的 x是离散型随机变量，则用求和替换积分。t(x)为充分统计量（Sufficient Statistic），
它是从样本中计算得出的，包含所有关于分布参数的统计信息。假设我们利用样本对分布的参
数进行估计，如果有一个统计量能够提取出样本中所有与参数相关的信息，而不会丢失任何重
要信息（增加其他样本信息将变得冗余），那么这个统计量就是充分统计量。充分统计量的优点
在于能够将大量样本数据压缩为一个统计量，无需继续存储样本数据，同时保留与参数相关的
所有信息。从公式2.125可以看出，指数族分布的表示形式由三部分组成：仅与随机变量 x相关
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的 h(x)，仅与自然参数 η相关的 g(η)，以及指数为自然参数 η与充分统计量 t(x)点积的部分。
我们以之前章节中介绍过的一些分布为例来说明它们是指数族分布的成员。首先来讨论伯

努利分布，我们知道伯努利分布的概率函数为：

Bern(x|µ) = µx(1− µ)1→x

对上式右侧取对数后，再进行指数变换，我们有：

Bern(x|µ) = exp(x lnµ+ (1− x) ln(1− µ))

= exp(x lnµ+ ln(1− µ)− x ln(1− µ))

= (1− µ) exp

(
ln

(
µ

1− µ

)
x

)

将上式与公式2.125对比之后可知：
η = ln

(
µ

1− µ

)

事件发生的概率 µ与其不发生的概率 1 − µ之比称为几率，对该比值取对数后则称为对数几率
（Log Odds）。从上式中解出 µ（即将 η映射回 µ），可以得到以下对数几率的反函数：

σ(η) =
1

1 + exp(−η) (2.127)

该函数被称为 Sigmoid函数。借助此函数，伯努利分布可以表示为以下指数族分布的标准形式：

p(x|η) = σ(−η) exp(ηx) (2.128)

其中：

h(x) = 1

g(η) = σ(−η)

t(x) = x

接着，我们讨论多项分布，其概率函数为：

Mult(m|µ, N) =

(
N

m1 . . .mK

)
K∏

i=1

µmi
i =

N !
∏K

i=1mi!
exp

(
K∑

i=1

mi lnµi

)

将上式与公式2.125进行对比，并且将 η表示为 (lnµ1, . . . , lnµK)$，则多项分布可以表示为以下
指数族分布的标准形式：

Mult(m|µ, N) =
N !

∏K
i=1mi!

exp
(
η$x

)

其中：

h(x) =
N !

∏K
i=1mi!

g(η) = 1

t(x) = (m1, . . . ,mK)$
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值得注意的是，这种表示中的自然参数并非相互独立，而是需要满足以下约束：
K∑

i=1

eηi = 1 (2.129)

因此，上述形式可以看作一种受约束的指数族表示，主要用于直观地说明多项分布与指数族分
布之间的联系。严格来说，为了得到自然参数之间不存在约束的指数族标准形式，应采用K−1

维自然参数，因为多项分布只有K − 1个自由参数。令：

ηi = ln
µi

µK
, i = 1, . . . ,K − 1 (2.130)

相应地，通过反向变换，可以将 µi表示为：

µi =
eηi

1 +
∑K→1

j=1 eηj
, i = 1, . . . ,K − 1 (2.131)

µK =
1

1 +
∑K→1

j=1 eηj
(2.132)

此时，在多项分布的指数族标准形式中，g(η)和 t(x)分别为：

g(η) =

(
1 +

K→1∑

i=1

eηi

)→N

(2.133)

t(x) = (m1, . . . ,mK→1)
$ (2.134)

最后，我们来讨论高斯分布。对于一维高斯分布，我们有：

N (x|µ,σ2) = 1√
2πσ

exp

(
− 1

2σ2
(x− µ)2

)

=
1√
2πσ

exp

(
− 1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x− 1

2σ2
µ2

)

经过简单的变换，可以将上式转化为指数族分布的标准表示形式，其中：

η =

[
µ
σ2

− 1
2σ2

]

h(x) =
1√
2π

g(η) =
√
−2η2 exp

(
η21
4η2

)

t(x) =

[
x

x2

]

表2.2列出了本章所讨论的属于指数族分布的各类离散或连续分布的标准表示形式。
由于指数族分布具有如公式2.125所示的标准表示形式，因此可以借助该标准形式来探讨使

用最大似然方法对参数 η进行估计时的通解形式。同时将公式2.126两边对参数 η求导，我们有：

∇g(η)
∫

h(x) exp(η$t(x)) dx+ g(η)

∫
h(x) exp(η$t(x))t(x) dx = 0
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上式可以改写为：
∇g(η)
g(η)

g(η)

∫
h(x) exp(η$t(x)) dx

︸ ︷︷ ︸
= 1（公式2.126）

+g(η)

∫
h(x) exp(η$t(x))t(x) dx = 0

经简单整理，我们可以得到：

−∇g(η)
g(η)

= g(η)

∫
h(x) exp(η$t(x))t(x) dx = E[t(x)]

由于对函数 ln(x)求导等于 1/x，上式最终可以写成：

−∇ ln g(η) = E[t(x)] (2.135)

表 2.2: 指数族分布
分布 原参数 θ 自然参数 η θ(η) h(x) t(x) g(η)

伯努利分布 µ ln
(

µ
1−µ

)
1

1+exp(−η) 1 x 1
1+exp(η)

二项分布 µ ln
(

µ
1−µ

)
1

1+exp(−η)

(
N
k

)
k 1

(1+exp(η))N

泊松分布 λ lnλ exp(η) 1
k! k exp(− exp(η))

指数分布 β −β −η 1 λ −η

多项分布 µ1, . . . , µK−1

⎡

⎢⎣

ln µ1

µK

...
ln µK−1

µK

⎤

⎥⎦

⎡

⎢⎣
exp(η1)

...
exp(ηK−1)

⎤

⎥⎦ N !∏K
i=1 mi!

⎡

⎢⎣
m1
...

mK−1

⎤

⎥⎦
(
1 +

∑K−1
i=1 eηi

)−N

伽玛分布 α, β
[
α− 1
−β

] [
η1 + 1
−η2

]
1

[
lnλ
λ

]
(−η2)

η1+1

!(η1+1)

贝塔分布 α, β
[
α
β

] [
η1
η2

]
1

µ(1−µ)

[
lnµ

ln(1− µ)

]
!(η1+η2)
!(η1)!(η2)

一维高斯分布 µ, σ2

[ µ
σ2

− 1
2σ2

] [− η1

2η2

− 1
2η2

]
1√
2π

[
x
x2

] √
−2η2 exp

(
η2
1

4η2

)

多维高斯分布 µ, Σ
[
Σ−1µ
− 1

2Σ
−1

] [
− 1

2η
−1
2 η1

− 1
2η

−1
2

]
(2π)−

D
2

[
x

xx#

]
√

|− 2η2| exp
(
1
4η

$
1 η

−1
2 η1

)

狄利克雷分布 α1, . . . ,αK

⎡

⎢⎣
α1
...
αK

⎤

⎥⎦

⎡

⎢⎣
η1
...
ηK

⎤

⎥⎦ 1∏K
i=1 µi

⎡

⎢⎣
lnµ1

...
lnµK

⎤

⎥⎦ !
(∑K

i=1 ηi
)∏K

i=1
1

!(ηi)

威沙特分布 W, ϕ
[
− 1

2W−1

ϕ−D−1
2

] [
− 1

2η
−1
1

2η2 +D + 1

]
1

[
Λ

ln |Λ|

]
|− η1|

ϕ
2

(
!D

(ϕ
2

))−1

高斯-伽玛分布 υ, ν,α,β

⎡

⎢⎢⎣

νυ
− ν

2
α− 1

2

−β − νυ2

2

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎢⎣

− η1

2η2

−2η2
1
2 + η3

−η4 + η2
1

4η2

⎤

⎥⎥⎥⎦
1√
2π

⎡

⎢⎢⎣

λµ
λµ2

lnλ
λ

⎤

⎥⎥⎦

√
−2η2

(
!
(
η3 +

1
2

))−1

(
−η4 + η2

1
4η2

)η3+ 1
2

注：随机变量 x的符号视具体分布而定（表格2.3）。为了避免混淆，威沙特分布的原参数 η改用 ϕ表示。
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同样地，对公式2.126求二阶导数，我们可以得到：

−∇2 ln g(η) = E[t(x)t(x)$]− E[t(x)]E[t(x)$] = Cov[t(x)] (2.136)

从公式2.135和2.136可以看出，只要能对指数族分布进行归一化，对数配分函数（即 − ln g(η)）
的一阶导数给出充分统计量的期望，二阶导数得到其协方差，而更高阶导数给出更高阶累积量。
这些统计量可使用样本数据进行估算，进而得到分布参数 η的估计值。

表 2.3: 分布似然函数的共轭先验
似然函数 参数 共轭先验

伯努利分布 Bern(x|µ) µ 贝塔分布 Beta(µ|α,β)
二项分布 Bin(k|µ,N) µ 贝塔分布 Beta(µ|α,β)
泊松分布 Poisson(k|λ) λ 伽玛分布 Gamma(λ|α,β)
指数分布 Exp(λ|β) β 伽玛分布 Gamma(β|α0,β0)
多项分布 Mult(m|µ, N) µ 狄利克雷分布 Dir(µ|α)
一维高斯分布 N (x|µ,σ2) µ 一维高斯分布 N (µ|µ0,σ20)
一维高斯分布 N (x|µ,λ→1) λ 伽玛分布 Gamma(λ|α,β)
一维高斯分布 N (x|µ,λ→1) µ, λ 高斯-伽玛分布 NormalGamma(µ,λ|υ, ν,α,β)
多维高斯分布 N (x|µ,Σ) µ 多维高斯分布 N (µ|µ0,Σ0)
多维高斯分布 N (x|µ,Λ→1) Λ 威沙特分布 W(Λ|W, η)
多维高斯分布 N (x|µ,Λ→1) µ, Λ 高斯-威沙特分布 NormalWishart(µ,Λ|υ, ν,W, η)

在使用贝叶斯方法对指数族分布的参数 η进行估计时，必然存在如下形式的共轭先验：

p(η|χ, ν) = f(χ, ν)g(η)ν exp(νη$χ) (2.137)

其中 f(χ, ν)是归一化系数，ν 可以理解为在实际观测之前先验分布中假设的伪观测次数，χ是
这些伪观测的充分统计量（相当于公式2.125中的 t(x)），而 g(η)的含义则与公式2.125中出现的
g(η)相同。假设给定数据集 D = {x1, . . . ,xN}，指数族分布的似然函数为：

p(D|η) =
(

N∏

i=1

h(xi)

)
g(η)N exp

(
η$

N∑

i=1

t(xi)

)
(2.138)

将似然函数（公式2.138）与先验分布（公式2.137）结合，我们可以得到：

p(η|D,χ, ν) ∝ p(D|η)p(η|χ, ν)

=

(
N∏

i=1

h(xi)

)
g(η)N exp

(
η$

N∑

i=1

t(xi)

)
f(χ, ν)g(η)ν exp(νη$χ)

∝ g(η)N exp

(
η$

N∑

i=1

t(xi)

)
g(η)ν exp(νη$χ)（除去与 η无关的项）

∝ g(η)ν+N exp

(
η$
(
νχ+

N∑

i=1

t(xi)

))
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从上述推导的最后一步可以看出，指数族分布的后验分布具有以下形式：

p(η|D,χ, ν) = p

(
η

∣∣∣∣
νχ+

∑N
i=1 t(xi)

ν +N
, ν +N

)
(2.139)

该后验分布显然与先验分布（公式2.137）共轭。
表2.3中列出了常用的共轭先验及其对应的似然函数。我们需要明确先验分布与参数所描述

的概率分布之间的关系。先验分布是针对参数的似然函数而言的，而并非对参数所描述或确定
的概率分布而言的。当一个概率分布涉及多个参数时，每个参数都可能有其对应的不同的先验
分布。也就是说，只有在确定分布以及分布的某个或某些参数的情况下，我们才能确定其共轭
先验的形式（如果存在）。
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主要符号表

数学符号

x 向量
y 标量
D 向量维度
xj 向量的第 j 个分量（向量分量为标量）
f 输入到输出的某种映射
X→ 矩阵转置
X−1 逆矩阵
|X| 矩阵的行列式
tr(X) 矩阵的迹（矩阵所有特征值之和，也等于主对角线元素的总和）
ln 以自然常数 e为底的对数
ex或 exp(x) 自然常数 e的指数函数
f ′(x) 一阶导数
f ′′(x) 二阶导数
∇f(x) 一阶梯度（梯度向量）
∇2f(x) 二阶梯度（海森矩阵）
∂f(x)
∂x 一阶偏导

∂2f(x)
∂x2 二阶偏导

机器学习

D 数据集
N 样本数量
xi 第 i个训练样本
yi 第 i个训练样本对应的输出
κ(x,x′) 核函数
L(·) 损失函数
J (·) 目标函数或代价函数



郑骁庆著 目录

概率统计

E[x] 均值或期望
Var[x] 方差
Cov[x, z] 随机变量 x和 z之间的协方差
!(z) 伽玛函数
N (x|µ,σ2) 高斯分布，其中 µ为均值，σ为标准差
N (x|µ,λ−1) 高斯分布，其中 µ为均值，λ为精度
Bern(x|µ) 伯努利分布
Bin(k|µ,N) 二项分布
Beta(µ|α,β) 贝塔分布
Poisson(k|λ) 泊松分布
Exp(λ|β) 指数分布
Gamma(λ|α,β) 伽玛分布，其中 α为形状参数，β 为逆尺度参数
Mult(m|µ, N) 多项分布
Dir(µ|α) 狄利克雷分布
N (x|µ,Σ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Σ为协方差矩阵
N (x|µ,Λ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
W(Λ|W, η) 威沙特分布，其中W为尺度矩阵，η为自由度
NormalGamma(µ,λ|φ, ν,α,β) 高斯-伽玛分布
NormalWishart(µ,Λ|υ, ν,W, η) 高斯-威沙特分布
St(x|µ, τ, η) 学生氏分布，其中 µ为均值，τ 为精度，η为自由度
St(x|µ,Λ, η) 多维学生氏分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
Laplace(x|µ, τ) 拉普拉斯分布，其中 µ为位置参数，τ 为尺度参数
χ2(x|η) 卡方分布，其中 η为自由度
U(x|a, b) 连续型均匀分布，其中 a为下界、b为上界 (a < b)

H[x] 信息熵，其中 x为随机变量
H[y|x] 条件熵，其中 x和 y为随机变量
H[p, q] 分布 p和 q之间的交叉熵
DKL(p||q) 分布 p和 q之间的 KL散度
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