
第 1章 绪论

1.1 引言

2012年之后的十年，人工智能取得了令人瞩目进展和突破。比如，2016年 3月美国 Google
公司 DeepMind 团队研发的人工智能程序 AlphaGo 以总比分 4 比 1 战胜了人类世界围棋冠军、
职业九段的韩国选手李世石。2017 年 5 月 AlphaGo 又以 3 比 0 战胜了当时世界排名第一的中
国选手柯洁。2020年 11月，DeepMind团队所研发的名叫 AlphaFold 2的人工智能系统在那一
年国际蛋白质结构预测竞赛中取得桂冠，其预测准确性可以与使用冷冻电镜、核磁共振或 X射
线晶体衍射等实验技术解析出的三维蛋白质结构相媲美，有史以来首次将蛋白质结构预测做到
了基本接近实用的水平。2022 年 11 月，美国人工智能研究实验室 OpenAI 发布了聊天机器人
ChatGPT，它能使用英语、汉语、法语等多种人类语言写诗做对、编写程序、回答问题、翻译撰
文、闲聊对话等。发布后仅三个月，用户量就突破了一个亿，被认为是人工智能应用方面取得
突破性进展的代表性成果。这些人工智能程序和系统的开发过程中都采用了机器学习技术，而
机器学习则是人工智能领域的一个重要分支。机器学习的应用非常广泛，它能辅助医生根据所
属人群、饮食习惯、检查指标来预测因突发心脏病而住院的病人近期再次发作的风险，协助投
资者依据上市公司的经营状况、交易行情、宏观经济等信息来预测未来公司股价的走势，还能
够进行垃圾邮件过滤、医学影像分析、语音和人脸识别等，新的应用还在日益增加。
简而言之，人工智能（Artificial Intelligence）的目标是制造出具有类似人类智能的机器，可

以像人一样感知、学习、认知、交流、推理、决策和行动等。机器学习（Machine Learning）则
是实现人工智能的一类方法，主要指从数据中获得规律，并利用规律对未知数据进行预测的算
法。这里的“学习”是指从给定数据集中捕捉或发现潜在规律或模式的过程，而“机器”则是
强调并非人类进行学习，而是让机器（一般指计算机）自动完成学习。机器学习所得到的结果
就是模型，所以学习过程也被称为训练，训练模型所使用的数据集则称为训练集。评价模型的
优劣不能只看模型在训练集上的性能，而要看模型在未知数据（训练时模型未见过，但一般与
训练数据服从同一分布）上的预测能力。因为很容易让计算机“记住”每一个训练数据及其对
应的预测结果，所以使用训练数据集对模型进行性能测试是毫无意义的。机器学习关注的是所
构建模型的泛化能力，即对“未知数据”进行有效预测的能力。

训练或测试模型所使用的数据往往也称为样本。如图1.1 (a)所示，我们有 18个已被划分到
两个类别的图形（训练样本），现要对图下方 3个在训练样本中没有出现过的图形进行分类。机
器学习模型需要从这些有限的图形样本中发现和归纳出分类所依据的主要特征（比如：形状和
颜色等）和规律，然后能够根据这些特征并运用规律将未见过的新图形准确地划分到相应的类
别。对于第一个红色的心形，合理的猜测是它应该属于类别一，因为所有红色的图形只在类别
一中出现。对于第二个蓝色的菱形则难以判断，因为两个类别中都包含蓝色的图形，并且菱形
也都出现在两个类别中。同样，对于第三个绿色的三角形，也不能确定它应该归属于哪一类。因
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为从颜色上判断，它应该属于类别一，而从形状上判断，则它应该属于类别二。对于这些模棱
两可的图形，可取的方法是让模型输出类别的概率分布。概率论提供了一种理论来量化这种不
确定性（我们将在第二章回顾概率论的基础内容），不确定性可能来自于样本度量过程中所产
生的噪声，也可能是由于可观察的样本数量有限造成的。但是，我们可以结合概率论与决策论
（考虑决策行为可能带来的后果），在信息不完整、不充分或者存在歧义情况下，利用目前已知
信息做出最优的预测。机器学习中绝大多数预测都是在不确定性情况下做出的，所以概率论是
机器学习最重要的理论基石之一。

? ??

类别一 类别二

形状 颜色 类型 类别

立方体 红 立体 一

圆柱体 绿 立体 一

十字形 红 平面 一

五边形 蓝 平面 二

同心圆 紫 平面 二

长方形 蓝 平面 二
...

特征（或属性）

样
本

...
...

...未见样本

(a) (b)

图 1.1: 图形分类的例子。(a)带有类别标签的 18个训练样本和 3个测试样本。(b)表格形式表示
的训练样本。前三列为描述图形的三种特征（或属性），最后一列则是类别标签。每一行表示一
个训练样本。

现在已经是大数据时代了，我们每天能够获得的信息比古代帝王还要多，那么为什么不用
足够多的样本来构建模型，从而降低预测的不确定性呢？首先，样本准备和人工标注一般非常
的耗时和昂贵。比如我们想要构建一个花卉识别系统，人们可以通过拍摄花卉的照片并上传到
系统来获得所拍摄花卉的种类、属性和简介等信息。大多数人一般只能识别少数常见的花卉，因
而我们很可能需要聘请多位花卉方面的植物学家来对各种各样的花卉图片进行分类和标注。我
们希望系统应能够对不同角度和光照环境所拍摄的花卉照片进行准确识别，所以每一种花卉往
往还需要标注多张图片。此外，为了防止疏忽大意或意见不一致等原因所造成的人为分类错误，
同一张花卉图片一般需要多人进行标注以保证样本的标注质量。简单想象一下目前世界上花卉
的种类（虽然我们不需要也不可能收集到所有花卉的图片）和聘请植物学家的费用，就应该能
够明白花卉识别系统构建过程中样本准备成本将是一笔不菲的开支。因而我们往往要在样本数
量和系统性能之间进行权衡与选择，并且在样本数量有限的条件下，尽可能地提高系统的识别
准确率。其次，有时我们看起来拥有大量的样本，但是实际对于某些类别的有效样本数量却还
是很少。许多应用领域都观察到了类似被称为长尾（The Long Tail）的现象，即少数事件是很常
见的，但大多数事件都相当罕见。例如，一般认为常用汉字约 3500个，而古往今来使用过的汉
字则超过了 10万个。像“的”、“了”、“是”这些汉字使用和出现的频率很高，但它们的数量不
多，而如“躞”（xiè，小步走路的样子）、“訇”（hōng，形容很大的声响）、“趔”（liè，脚步不稳
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的模样）等字虽然相对少见，但它们的数量却占汉字总量的绝大多数。又如，仅少数电影被大
众所熟知和喜爱，而多数电影只有少数人看过或喜欢。电影推荐系统不能总是仅推送少数几部
广受欢迎的热门电影，还需要能够根据特定用户的个性化偏好推荐相对冷门的电影作品。长尾
现象所造成的结果是，即使样本总体数量很多，但预测某些类别或行为所需的规律仍然只能从
少量样本中学习。在这本书中，我们将系统讨论如何分析和处理类似数据的方法与技术。

1.2 机器学习的类型

机器学习主要可以分成三类：监督学习（Supervised Learning）、无监督学习（Unsupervised
Learning）和强化学习（Reinforcement Learning）。机器学习主要类型及其应用例子如图1.2所示。

监督学习的目标是从训练数据集 D 中学习到将输入 x对应到输出 y 的一种映射 f(x)。其
中，我们用粗体 x表示输入是一个向量，因为样本通常需要用多个特征（或属性）来进行描述，
特征可以是如图1.1 (b)所示的形状、颜色和类型等离散特征，也可以是时间、体积、长度等连
续特征。向量 x所包含特征的数量称为维度，以图1.1 (b)为例，每一样本特征表示向量的维度
等于 3（即形状、颜色和类型）。包含 N 个样本的训练数据集可表示为 D = {(xi, yi)}Ni=1，其中
第 i个训练样本 xi 对应的输出为 yi。根据 yi 取值的类型，我们可以区分不同的问题。若 yi 取
离散值（如：男性或女性），则称为分类（Classification）或模式识别（Pattern Recognition）；若 yi

取连续值（如：价格），则称为回归（Regression）。分类典型的应用包括人脸识别、文本情感分
析（积极、消极或中性等）、手写体识别等。回归典型的应用包括人口增长预测、气象预测（温
度、湿度、气压等）、房价和股价预测等。假设每一个训练样本用D维的向量表示，我们经常使
用N ∇D的矩阵X来表示整个训练数据集的输入（如图1.1 (b)除最后一列“类别”外的表格），
其中矩阵的每一行对应一个训练样本的向量表示，而每一列则对应某个特征。类似地，我们也
使用 Y 表示所有训练样本的输出（如图1.1 (b)最后一列）。取离散值的特征和输出往往需要通
过某种编码方法进行数值化。如图1.1的例子，可以将“类别一”记为 y = 0，并且将“类别二”
记为 y = 1（此时Y是元素为 0或 1的列向量），形状、颜色和类型这些特征的取值也可以进行
类似的数值化处理。在没有特殊说明的情况下，X和Y的元素默认都是数值。

无监督学习主要特点是从无标签的数据 D = {xi}Ni=1中发现数据的内在结构、模式或表示。
这里的“无标签”是强调：与监督学习不同，无监督学习所使用数据集 D中的样本 xi，并没有
给出对应的输出 yi。无监督学习有时也被称为知识发现（Knowledge Discovery），它所面对的问
题不像监督学习那样有较明确的定义，因为我们事先并不知道哪些“有趣”的模式可能会被发
现，相应的也不像在监督学习时（一般只需比较预测值与真实观察值即可）有明确可靠的评估
标准。聚类（Clustering）是一种常用的无监督学习技术，用于将一组数据样本划分成若干个类
别或簇，使得同一簇内的样本彼此相似，而不同簇之间的样本则有较大差异。如图1.2所示（聚
成红、黄、绿三个类别），虽然我们可以通过可视化的方法来观察和判断聚类结果的好坏，但某
一个样本应该属于哪一个类别并没有标准答案，所以评估聚类结果一般没有显然而明确的标准
（我们会在相关章节介绍和讨论一些间接的评估指标）。使用聚类技术，我们可以根据潜在顾客
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基于历史股票价格
和市场指标，预测
未来股票价格趋势

根据手写汉字图片
中提取的轮廓和曲
线等特征进行识别

从多盘胜负结果及
对奕过程来预测下
一步最优落子位置

从数据集中发现若
干个类内相似、类
间相异的类别或簇

图 1.2: 机器学习的类型以及应用的例子。

的属性或特征将其划分成不同的群体，然后与目前市场上已有产品或服务定位的目标人群相对
比，从而发现空白市场或竞争相对较弱的领域，通过填补市场空白或者进入竞争较小的市场来
获得更好的发展机会。频繁项集挖掘（Frequent Itemset Mining）是另一个典型的无监督学习技
术，它用于发现经常同时出现的项目（Item）集合，项目可以是商品、关键词、基因序列等。传
说中“啤酒与尿布”的案例就是通过频繁项集挖掘技术发现啤酒与尿布（可能是年轻父亲的标
配）经常一起被购买。基于此项发现，商家可以将啤酒与尿布摆放在一起，从而提高两者的销
售量。如果啤酒与尿布确实总被一起购买，另一种策略是布置一条商品选购长廊，长廊一端摆
放啤酒，另一端放置尿布（并用指示牌提醒另一商品的所在位置），其间摆放其他相关或日常销
量较大的商品，迫使顾客在得到啤酒和尿布前要走过整个长廊，从而提高其他商品的销售量。

强化学习关注如何通过与环境的交互来最优化行动策略，以最大化累积的奖励。其原理是
基于智能体与环境的交互学习。智能体在与环境的交互中尝试采取行动，并观察环境对其行动
的反馈，通常是奖励或惩罚。智能体的目标是通过学习找到一种最优的行动策略，即在当前状
态下选择未来期望奖励最大的行动。其特点是要求最优化整个过程，但过程中不是每一步都有
明确的奖惩信号，往往需要通过试错和反馈来迭代优化决策。比如棋类游戏，我们只能在终局
时才知道胜负（即奖惩信号），因而难以精确估计对奕过程中的每一步对于胜负的影响。所以强
化学习关键问题之一是信用分配问题（Credit Assignment Problem），即如何将未来的奖励或惩
罚归因和分配到过去做出的一系列动作，从而根据不同动作可能带来的期望奖惩来调整和优化
动作选择的决策。强化学习在自动驾驶、机器人控制、对话系统（如聊天机器人 ChatGPT）等
方面都有广泛的应用。
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1.3 有参和非参模型

我们有很多方法可以用于构建机器学习模型，根据模型的参数数量是否固定可以将它们分
为有参模型（Parametric Model）和非参模型（Non-parametric Model）。有参模型的参数数量是固
定的，并且这些参数的数量不会随着训练数据的增加而增加。使用有参模型往往对目标数据的
分布做了某种假设，并且在这种假设下定义了模型的结构（如：线性模型）。预先定义的模型结
构是对建模过程的一种约束，即在所有可能的模型中仅考虑体现这种结构的模型。使用有参模
型除了选择合适的模型结构外，主要是通过训练数据来确定参数的值。有参模型一般参数量相
对较少，因而它们在处理大量数据时的计算效率较高，但也会由于所选模型结构与真实数据分
布不相符导致较低的预测准确度。非参模型则较为灵活，事先不对模型结构和参数数量做出明
确假设，其有效参数量会随着训练数据的增加而增加，因而可以更好地应对和处理复杂的数据
分布。但是，非参模型在训练数据量较少时可能会表现出预测的不稳定，并且在大规模数据集
上，通常需要更多的计算资源。我们下面介绍一种有参模型（线性模型）和一种非参模型（K

近邻方法），并且通过分类问题对它们进行讨论。
线性模型虽然形式相对简单，但它却是一种重要且实用的方法，其核心思想是将输出视为

输入特征的加权求和，即如下的线性组合形式：

f(x) = w0 + x→w = w0 +
D∑

j=1

xjwj (1.1)

其中 w0 称为偏置或截距，xj 是输入 x的第 j 个特征。使用线性模型，我们需要利用训练数据
来确定 {w0, w1, . . . , wD}这 D + 1个参数的值。参数数量一旦确定后将保持不变，不受训练数
据规模的影响。我们往往会在 x中增加一个值为 1的特征（与公式1.1中参数 w0相对应），线性
模型则可以方便地写成以下向量的内积形式：

f(x) = x→w (1.2)

给定包含 N 个样本的训练数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1，有许多方法可以用来确定线性模型中
参数w的取值，其中最受欢迎的是最小二乘法（Least Squares），即最小化所有样本预测值与实
际观测值之间误差的平方和，一般记为 RSS（Residual Sum of Squares）：

RSS(w) !
N∑

i=1

(yi × x→
i w)2 (1.3)

我们需要求解出能使上式最小化的 w值，求解过程用以下矩阵和向量表示比较简便：

RSS(w) ! (Y ×Xw)→(Y ×Xw) (1.4)

其中X是 N ∇D的矩阵，用于表示整个训练数据集的输入，而Y表示所有训练样本实际的观
测值。我们将上式对 w求导数，并让导数等于 0来求其极值：

X→(Y ×Xw) = 0 (1.5)

以上结果从公式1.3更容易推导出来。略去前面的加和操作
∑
，我们可以将公式1.3看成是 (yi ×

7



1.3 有参和非参模型

x→
i w)与平方的复合函数，并采用链式法则依次对w求导。先对外层的平方求导后得到 2(Y ×

Xw)，然后再对内层求导后得到×X→。将这两项相乘，并且略去负号和常数 2（求导后要置零，
所以符号与常数并不影响求解结果），即得到如公式1.5的形式。将公式1.5简单改写后我们可以
得到（详细推导过程见第三章）：

X→Y = X→Xw (1.6)

如果X→X是非奇异矩阵 (Non-singular），则其可逆（如果X→X不可逆，可以用其伪逆来
替代），我们可以得到参数w的唯一解（公式1.6两边同时左乘 (X→X)−1）：

w = (X→X)−1X→Y (1.7)

按上述方法求得的w，一定是目标函数（公式1.3）的最小值。因为该目标函数没有上限，所以
不可能是最大值。

作为对比的非参模型，K 近邻方法使用训练集中 K 个在输入空间中与 x最相近的样本来
估算 f(x)：

f(x) =
1

K

∑

xi∈SK(x)

yi (1.8)

其中 SK(x)就是与输入 x最近（或相似）的K个样本的集合。这种方法的想法也非常朴素，就
是先找出 K 个与 x最相似（或距离最近）的样本，然后将它们的输出取平均。稍微复杂一点，
会按离 x的距离进行加权，距离越近权重越高。如果是分类问题，相当于用这K个样本对 x所
属类别进行投票，少数服从多数。K 近邻方法虽然没有显式引入需要学习的参数，其实际发挥
作用的有效参数量大体相当于N/K（假设相邻集合之间没有重叠的情况）。也就是K 个训练集
的样本确定一种模式，并用它们的均值来拟合一个参数。显然，K 近邻方法的有效参数量会随
着训练样本数量 N 增加而增加，同时会随着 K 值增大而减少。K 近邻方法没有像线性模型一
样有可学习的参数 w，只有超参数K，即使用多少个近邻的信息来进行预测。
在机器学习中，超参数（Hyperparameters）是指那些在训练模型之前需要设置的参数，不

能通过模型的优化算法直接学习得到。它们通常用来控制模型的学习过程和性能，影响着模型
的结构、复杂度和训练过程中的各种配置。超参数的选择对于模型的性能和泛化能力至关重要。
与超参数相对应的是模型参数（Model Parameters），模型参数是在模型训练过程中通过优化算
法自动学习得到的。例如，在线性回归中，模型参数就是截距和回归系数，通过最小化目标函
数来找到模型参数的最优值，使得预测结果与实际结果之间的误差最小。需要提醒的是：非参
模型并非无参模型，非参主要描述或强调起作用的有效参数数量不是预先固定的，可以理解为
“非参数化”，它不像有参模型将训练数据中隐含的模式捕捉和 “压缩” 到固定数量的参数中去。
无论有参模型，还是非参模型，大多数模型既有超参数，也有模型参数。
让我们来看一个简单的例子。如图1.3(a)所示的分布图，共计 100个不同的点，分成了蓝色

和橙色两类。我们希望所构建的模型能够根据点的横坐标（记为 x1）和纵坐标（记为 x2）来预
测其所属类别。建模时我们规定：当属于蓝色类别时，y = 0；当属于橙色类别时，y = 1。使用
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1.3 有参和非参模型
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(a) (b)

图 1.3: 二维空间中采用线性回归模型进行二分类的例子。(a) 线性模型能够较好地将蓝色和橙
色的点区分开来，图中直线上方的蓝色区域为一类，而下方的橙色区域则被分为另一类。这条
直线就是划定蓝色和橙色区域的决策边界（Decision Boundary），它由 x→w = 0.5所定义。(b)
简单形式的线性模型已经不能较好地将蓝色和橙色的点区分开来，因为合适的决策边界显然是
非线性的。

线性模型拟合如图1.3(a)所示的 100样本点之后，我们得到以下线性函数：

f(x) = 0.8888236 + 0.173223x1 × 0.3118708x2 (1.9)

进行预测时，将点的横坐标和纵坐标代入以上函数。如果计算得到的 f(x)值小于 0.5，就预测
为蓝色类别；如果大于等于 0.5，则预测为橙色类别。蓝色和橙色两类被图1.3(a)中的直线（由
公式1.9中 y = 0.5时定义）所划分，这条直线被称为决策边界（Decision Boundary），因为它确
定了样本点所在区域的类别。仅包括三个参数（含截距）的线性模型就能够较好地将图1.3(a)中
蓝色和橙色的点区分开来，但将类似的线性模型应用于如图1.3(b)所示的分布时就不再适合了，
因为其决策边界显然是非线性的。

我们使用图1.3(b)相同的数据，但采用十五近邻（15-nearest-neighbor）模型来进行建模，其
结果如图1.4(a)所示。预测结果是由 15个最近邻居的多数票（多数邻居所属类别）来确定，等
同于将 15个近邻的 y 值取平均，然后根据平均值是否小于 0.5来决定其类别。在这个例子中，
样本点之间的距离远近由欧氏距离（Euclidean Distance）进行度量（采用什么距离定义样本之
间的远近与 K 近邻模型本身无关，可以根据实际情况选择合适的距离公式）。为了便于比较，
图1.4(b)也显示了一近邻（1-nearest-neighbor）的结果。一近邻的决策边界显然较十五近邻更为
复杂和曲折（将二维空间划分成了许多个不同的区域），也更容易受到噪声数据的影响。只要训
练集中有一个数据点的类别标注错误，直接会导致离其最近所有点的分类错误。而在十五近邻
的情况下，这样的标注错误会受相邻其它正确标注样本点的影响而以一定概率被修复。值得注
意的是：我们不能再像使用线性模型那样以最小化训练样本误差平方和（公式1.3）为目标来选
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1.4 高维灾难或诅咒

oo

o
oo

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o
o

o

o

o

oo

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o ooo

o

o

o
o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

ooo

oo

oo

o

oo

o

o

o

o

o

o

o

o

o o

o

o

o

o

o
o

o
o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
oo

o
oo

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o
o

o

o

o

oo

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o ooo

o

o

o
o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

ooo

oo

oo

o

oo

o

o

o

o

o

o

o

o

o o

o

o

o

o

o
o

o
o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

(a) (b)

图 1.4: 与图1.3(b)相同的二分类例子，但采用 K 近邻方法。(a)使用最近 15个邻居的类别来进
行预测，预测的结果是由 15个最近邻居的多数票进行确定。(b)使用最近 1个邻居的所属类别
进行预测。这个例子中，十五近邻（15-nearest-neighbor）显然较一近邻（1-nearest-neighbor）更
符合数据的分布，后者容易受到噪声的影响。此例子改编自文献 [27]。

择 K 的值，因为我们总是会选择 K = 1，即使得所有样本的误差为 0的选择。选择合适的 K

需要使用训练样本之外的其它测试样本，这再一次说明了机器学习模型不能以训练集上的预测
性能来进行评估。
从上述例子中可以看出，当有参模型（以线性模型为例）所做的假设与目标数据分布比较

吻合时，有参模型有计算效率方面的优势（仅需将输入代入模型计算结果后进行预测）。但假设
与目标数据分布不相符时会导致预测性能的严重下降（如图1.3(b)所示）。非参模型（以K 近邻
为例）因其有效参数量会随着训练数据的增加而增加的特点，使其能够较灵活地自适应复杂的
实际数据分布，但一般在预测和推理时计算代价较高（需要在所有训练样本中找到指定数量的
近邻）。

1.4 高维灾难或诅咒

之前介绍的K近邻方法原理非常简单，并且符合直觉。当有一定规模的训练样本时，能够为
任何一个x找到足够数量的近邻，然后用近邻的平均值作为x的预测值。但将这样的想法和直觉
扩展到高维时就会失效，这种现象往往会被称为高维灾难或高维诅咒（Curse of Dimensionality）。

我们在使用K 近邻方法时，先要定义样本之间的距离，然后使用距离公式来找到近邻。在
之前的例子中，我们采用了欧氏距离。在 n 维的欧几里得空间中，x = (x1, . . . , xn) 和 y =

(y1, . . . , yn)两点之间的欧氏距离为：
√
(x1 × y1)2 + (x2 × y2)2 + · · ·+ (xn × yn)2 (1.10)
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1.4 高维灾难或诅咒

(b)(a)

d = 10

d = 5

d = 3

d = 2

d = 1

体积

距
离

图 1.5: (a)一维和二维空间中采用欧氏距离寻找近邻的例子。使用相同的半径，一维情况下坐标
为 (0, 0)的点有 3个近邻（橙色矩形框内），而二维时则只有 1个近邻（紫色圆圈内）。为了获得
与低维时相同数量的近邻，在高维时需要大幅增加欧氏距离的半径。(b)在各种维度下，覆盖不
同比例数据（体积）所需超立方体的边长（距离）变化。在十维空间中，为了覆盖 10%的数据
作为近邻，每一维的边长几乎需要达到整个空间的 80%，此时已经并不能算是近邻了。

图1.5(a)显示了二维平面中随机生成的 30个绿色的点。我们采用相同的半径分别使用一维和二
维欧氏距离为位于平面中心的蓝色点寻找其近邻。一维时我们只考虑两点之间 x 轴上的距离，
蓝色点的近邻在图中橙色矩形框内，二维时其近邻则在紫色圆圈内（橙色矩形框的宽等于紫色
圆圈的半径）。一维情况下，中心蓝色点有 3个近邻，而二维时只有 1个近邻落入相同的半径内。
如图1.4(b)所示，当近邻数量不足时，预测容易受到噪声或异常点的影响。因此，随着维度的上
升，为了维持数据在空间中的密度，让任一点能够找到足够多的近邻用于预测，我们需要更多
的训练数据（通常呈指数增长）。当高维且数据不足时，将会导致预测性能下降和不稳定。
为了更好地理解高维情况下会遇到的问题，我们以 d维单位超立方体（Unit Hypercube）空

间为例进行分析。单位超立方体的每个维度的边长都是 1，三维情况下就是长宽高相等的立方
体。不论多少维度，单位超立方体的体积始终为 1。假设所有数据都均匀地分布在单位超立方的
空间里，我们同样采用边长为 e的更小的超立方体（e < 1）所围成空间来定义近邻。因为数据分
布是均匀的，边长为 e的超立方体的体积（ed）就近似等于近邻占所有数据的比例。当要求近邻
占比为 r时，覆盖这些近邻的超立方体边长则为 ed(r) = r1/d。在十维空间中，使得近邻包含 1%

数据的超立方体的边长为 e10(0.01) = 0.63，需要包含 10%数据时，边长则需为 e10(0.1) = 0.79。
整个超立方体空间的边长仅为 1，覆盖 1%和 10%数据的超立方体的边长却分别要达到 0.63和
0.79，其实已经并不能算作是近邻了（已经超过整个空间一半的长度）。图1.5(b)展示了维度分
别为 d = {1, 2, 3, 5, 10}时，覆盖不同比例数据（体积）与所需超立方体的边长（距离）的变化
关系。上述分析表明，基于距离的方法在高维空间中变得不再可靠。大幅地降低近邻所要求的
边长也于事无补，因为随着边长 e的缩短，近邻的数量会变少，而使用数量过少的近邻进行局
部均值估计会导致拟合方差变大。
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1.5 欠拟合与过拟合

高维灾难或诅咒的另一个表现是大多数样本点会分布在样本空间的边界上，而非样本空间
的内部。假设N 个数据点均匀分布在以原点为中心的 d维单位球中，我们可用以下公式估算离
原点最近数据与原点之间距离的中位数：

(1× 0.51/N )1/d (1.11)

理解这个公式的关键在于半径为 r 的 d 维球体的体积与 rd 成正比，而一个随机数据点落入半
径为 r 的球体的概率为 (r/R)d，其中 R 为整个样本空间的半径（由于是 d 维的单位球，所以
R = 1）。最近点距离原点大于给定距离 r的概率等于所有N个点距离原点都大于 r的概率。由于
这些点相互独立且在单位球中均匀分布，因而所有N个点距离原点都大于 r的概率为 (1×rd)N。
给定任一 r的值，都可计算相应的概率。当这个概率为 0.5时，对应的 r即为从原点到最近数据
点距离的中位数。设 (1 × rd)N = 0.5，我们可以得到公式1.11。如果有 500个数据点且维度为
10，则距离中位数 r约等于 0.5178（超过原点到球表面的一半）。这说明相对于原点而言，数据
点更接近于球的表面（样本空间的边界）。理论上，原点已经是到所有数据点平均距离最短的。
因此，在高维情况下，大多数数据点更接近样本空间的边界，而非空间的内部。这种情况带来
的问题是，我们必须从相邻的样本点进行外推（推测超出已知数据点范围之外的未知值）来进
行预测（因为需要预测的点大概率分布在边界上，而边界之外没有可观察的数据点），而不是在
相邻样本之间进行内插（已知数据点之间进行推测）。外推则显然不如内插可靠。

1.5 欠拟合与过拟合

在机器学习中，欠拟合（Underfitting）和过拟合（Overfitting）是两种常见的问题，它们描
述了模型对训练数据的拟合程度以及模型泛化到新数据的能力。欠拟合是指模型在训练数据上
没有获得足够的学习，通常是由于模型过于简单导致无法捕捉到数据的基本结构。因此，它通
常在训练集和测试集上都表现不佳。过拟合则是相对的概念，它指的是模型在训练数据上学习
过好了，以至于它甚至开始学习数据中的噪声和异常值。这样的模型虽然在训练集上表现出色，
但在未见的数据上往往表现不佳，从而失去了泛化能力。过拟合通常是由于模型太过复杂，超
过了数据本身或问题的复杂度。在实际应用中，寻找一个既不过拟合也不欠拟合的模型，也就
是具备较强泛化能力的模型，是机器学习中的一个重要任务。这通常涉及到模型选择和调参过
程，需要使用交叉验证和学习曲线等方法来评估模型的泛化能力（详见1.6节）。

我们之前介绍的线性模型和 K 近邻方法用于如图1.3(b)所示的数据时，线性模型就因为过
于简单而发生欠拟合现象，而一近邻模型（图1.4(b)）则因过于复杂而产生了过拟合问题。我们将
再通过一个简单的多项式拟合例子来分析因模型容量（Model Capacity）与问题复杂性（Problem
Complexity）不匹配时导致的欠拟合和过拟合现象，并简要讨论对策。模型容量是指模型所能表
示或学习的函数的复杂度，即模型能够拟合不同程度复杂度的数据模式的能力。高容量的模型
可以更好地适应复杂的数据模式，但也更易过拟合。相反，低容量的模型可能无法很好地拟合
复杂的数据模式，但不太容易过拟合。与模型容量相关但又不完全相同的概念是模型的复杂度
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1.5 欠拟合与过拟合

(a)

(c)

(b)

(d)

M = 1

M = 3 M = 9

xx

x x

y y

y y

图 1.6: 多项式拟合结果，其中蓝色曲线表示原 sin(2πx)函数，红色曲线表示拟合所得到的函数。
(a)绿色圆圈代表 10个训练数据点，每一个点表示输入变量 x和输出目标 y 的对应关系。为了
模拟实际情形，这些点是由蓝色曲线所表示的 sin(2πx)函数上采样后加随机噪声生成的。建模
的目标是在不了解真实函数 sin(2πx)的情况下，通过学习这 10个训练数据点，预测任何新 x所
对应的 y值。(b)当多项式阶数为M = 1时，拟合结果呈现出欠拟合现象。(c)当多项式阶数为
M = 3时，拟合结果表明模型容量与数据复杂度相匹配。(d)当多项式阶数为M = 9时，拟合
结果出现了过拟合。此例子改编自文献 [8]。

表 1.1: 各阶多项式拟合的参数值
M = 1 M = 3 M = 5 M = 7 M = 9 M = 9 (λ = 0.001)

w0 0.68 ×0.42 ×0.06 0.60 6.01 ×0.0038
w1 ×1.46 10.96 ×0.62 ×26.72 ×300.22 4.5121
w2 ×29.87 51.96 309.29 4795.98 ×7.1532
w3 19.38 ×200.56 ×1284.30 ×37326.96 ×4.6056
w4 249.82 2549.70 166656.30 0.1140
w5 ×101.01 ×2664.05 ×453352.90 3.4788
w6 1417.44 760751.60 4.3785
w7 ×302.04 ×766628.60 2.9054
w8 424460.90 ×0.0768
w9 ×99080.74 ×3.5092
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1.5 欠拟合与过拟合

（Model Complexity）。模型复杂度通常指的是模型本身的结构和参数数量。同样，一个复杂度较
高的模型通常拥有更多的参数和更灵活的结构，可以更好地适应复杂的数据模式，但也更容易
过拟合。反之，一个复杂度较低的模型一般拥有较少的参数和更简单的结构，可能无法很好地
拟合复杂的数据模式，但也不容易过拟合。模型复杂度和模型容量都涉及到模型的拟合能力和
泛化能力，但模型复杂度更侧重于模型本身的结构和参数数量，而模型容量更侧重于模型所能
表示或学习的函数的复杂度。
假设我们有如图1.6(a)中绿色圆圈表示的 10个训练数据，这些数据点是由蓝色曲线表示的

y = sin(2πx)函数在定义域 [0, 1]区间等距采样，并且在输出 y 值上叠加高斯随机噪声生成的。
在预测目标 y 值上添加高斯随机噪声是为了模拟实际的情形，即我们实际获得的训练数据往往
带有各种噪声，这些噪声可能来源于数据产生过程中固有的随机性（如生物生长速度或放射性
衰变），但更多的是人为疏忽或计量不准等因素所引入的。我们的目标是在不知道生成数据所使
用真实函数 sin(2πx)的情况下，从这 10个被随机噪声所影响的有限训练数据点学习到数据背
后的基本规律，从而较准确地预测任一新 x所对应的 y值。

我们仍然使用线性模型来拟合这 10 个数据点，但是将输入 x 用不同次项的幂函数进行扩
展，变成以下多项式函数形式：

f(x) = w0 + w1x+ w2x
2 + · · ·+ wMxM =

M∑

k=0

wkx
k (1.12)

其中M表示多项式的阶数，xk表示x的 k次幂。我们需要利用训练数据来确定 {w0, w1, . . . , wM}
这M + 1个参数或权重的取值。我们仍然使用最小二乘法，通过最小化所有训练数据预测值与
实际值之间的误差平方和（公式1.3）来进行多项式拟合。参数集合w = {w0, w1, . . . , wM}的取
值则可以使用公式1.7计算得出。

图1.6展示了阶数M = {1, 3, 9}时多项式拟合结果。阶数M = 1时的多项式（一条带斜率
的直线）显然不足以建模 sin函数的 S型曲线变化，从而产生了欠拟合现象。当阶数M = 3时，
看起来能较好地拟合 sin(2πx)函数。当阶数M 增加到 9时，所得到的多项式函数完美地拟合
了所有带噪声的训练数据，图1.6(d)所示的红色曲线准确地贯穿所有训练数据点，即所有训练数
据预测值与实际值之间的误差为零。然而，拟合曲线在两个训练数据点之间剧烈震荡，产生了
严重的过拟合现象。相对于真实函数 sin(2πx)，阶数M = 9的多项式拟合曲线变化过于陡峭，
不够平滑（Smooth）。事实上，阶数M = 9的多项式的各阶导数都远大于阶数M = 3的情况，
而各阶导数的绝对值大小反映了函数的平滑程度。较平滑的模型更倾向于捕捉数据中的总体趋
势，而不是每一个特定数据点的具体值，这通常也意味着能够更加稳健地泛化到未见过的数据，
而不是过分关注训练数据中的细节和噪声。

我们来分析一下为何采用阶数M = 9的多项式会导致严重的过拟合现象。表1.1的前五列
列出了五种不同阶数多项式拟合的参数值。明显地，随着多项式阶数的增加，其参数的绝对值
显著上升。特别是对于阶数M = 9的多项式，通过让参数取较大的绝对值来 “精细”地匹配训
练数据，使相应的多项式函数完美拟合每一个数据点。随着M 值的增大，多项式模型的拟合能
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图 1.7: 多项式拟合结果，其中蓝色曲线表示原 sin(2πx)函数，红色曲线表示拟合所得到的函数。
(a)优化目标函数中加入正则项（λ = 0.001），使用图1.6(a)中相同的 10个训练数据点进行阶数
M = 9的多项式拟合结果。(b)当训练数据点增加到 200个时，阶数M = 9的多项式拟合结果。

力不断增强。在数据有限的情况下，相对较少的约束使得更多的过剩参数被调校到目标值的随
机噪声上。直觉上，我们可以通过控制多项式参数的绝对值大小来缓解过拟合问题。实现这种
控制的常用方法就是在误差平方和的优化目标函数中加入关于参数的正则项（Regularization）：

N∑

i=1

(yi × x→
i w)2 + λ−w−2 (1.13)

其中 −w−2 ! w→w = w2
0 + w2

1 + · · · + w2
M，超参 λ 用于调控正则项相对误差平方和损失的

重要程度。正则项 −w−2的作用是让参数不要离零值过远，从而防止其值过大。超参 λ值越大，
正则项的约束就越强，所得到的多项式函数就越平滑，但误差平方和会较大，即对训练数据的
拟合度降低。反之亦然。选择合适的超参 λ值以平衡公式1.13中两项不同优化目标对于构建具
有较强泛化能力的模型至关重要。我们将在下一节 “模型选择与评估”中进一步探讨这个问题。
图1.7(a)表明阶数M = 9的多项式在目标函数中加入正则项之后有效缓解了过拟合问题。使用
更多的训练数据往往能够达到相同或更好的效果。如图1.7(b)所示，当我们将训练数据从 10个
增加到 200个时，虽然输入仍然是加了噪声的采样点，阶数M = 9的多项式基本能够较好地拟
合 sin(2πx)函数（除了 x = 0和 x = 1这两端外。其原因是缺少另一侧的数据，所以对边界附
近变化趋势的估计容易产生较大偏差）。增加训练数据可以为模型参数的求解引入更多约束。由
于随机噪声的均值通常为零，更多的数据点（从统计均值的意义上来看）可以有效地过滤原始
目标值中的噪声。欠拟合通常是因为模型太简单或者特征未能充分表达数据的关键信息，而过
拟合则通常是因为模型过于复杂或者训练数据量不足。解决欠拟合的方法包括增加模型复杂度、
添加更多有效特征，以及减少数据预处理中的简化步骤（导致关键信息丢失）等。解决过拟合
的方法则包括减少模型复杂度、使用正则化技术、增加训练样本的数量，以及进行特征选择等。
在公式1.13中引入正则化项是基于对表1.1中参数取值观察后所获得的直觉。接下来，我们

将从贝叶斯分析的角度对通过这种方式引入正则化约束的理论依据进行简要讨论，并从中理解
超参数 λ选取的一般指导原则。
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1.5 欠拟合与过拟合

在之前用多项式拟合 y = sin(2πx)函数的例子中，为了模拟实际的情况，我们在每个训练
数据的输出 y值上添加了高斯随机噪声。为了表达所观察到 y值的不确定性，我们可以合理地
假设，对于特定的输入 x，其 y值服从以 f(x)为均值的高斯分布。换句话说，理想模型 f(x)的
预测值应该是消除了随机噪声后的均值。基于这一假设，我们可以将其表示为：

p(y|x,w,β) = N (y|f(x,w),β−1) (1.14)

其中 β是方差的倒数，被称为精度（Precision）。这里选择使用精度而不是更常用的方差来描述
高斯分布，是为了方便之后的计算过程。此外，我们将多项式的权重w放到函数 f 中来强调该
函数的值受 w的影响。公式1.14所表达的意思是对于给定的输入 x，其对应的输出 y 不是唯一
确定的，而是服从一个以 f(x,w)为均值、β−1为方差的高斯分布。换言之，对于每个给定的 x，
y可以取多个值，这些值的概率分布由 N (y|f(x,w),β−1)描述。这是因为我们实际得到的输入
和输出对 (x, y)中的 y 受多种因素（如：测量误差、传输干扰和人为失误等）的影响而包含了
噪声信息。我们希望通过优化 w的取值来最大化公式1.14的概率，即使得所观察到的值的发生
概率最大化。给定包含 N 个样本的训练数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1，假设这些数据是独立地从分
布（公式1.14）中采样出来的，那么它们的似然（Likelihood）可以表示为：

p(Y|X,w,β) =
N∏

i=1

N (yi|f(xi,w),β−1) (1.15)

为了简化上述式子中复杂的连乘运算，我们对等式两边取对数。对数函数（ln）是单调递增的，
因此不会改变最大化的极值点。因此，我们可以得到：

ln p(Y|X,w,β) = ln
N∑

i=1

N (yi|f(xi,w),β−1) (1.16)

我们知道高斯分布的概率密度函数为：

N (x|µ,σ2) = 1

σ
∥
2π

exp

(
×(x× µ)2

2σ2

)
(1.17)

其中 σ2 = β−1，exp(·)为自然常数 e的指数函数。将公式1.17代入到公式1.16，可得：

ln p(Y|X,w,β) = ×β
2

N∑

i=1

(yi × f(xi,w))2 +
N

2
lnβ × N

2
ln(2π) (1.18)

上式右边的最后两项与w无关，所以可以忽略。这时我们可以发现，在假设高斯噪声的情况下，
最大化似然等价于最小化平方误差损失函数（见公式1.3）。

在统计学中，正式将先验信息纳入并探索如何利用这些信息的方法被称为贝叶斯分析。在
贝叶斯分析中，我们利用参数的先验分布来表示对参数不确定性的先验知识或信念。为了简单
起见，我们在这里引入以下高斯分布作为多项式权重 w的先验分布（Prior Distribution）：

p(w|α) = N (w|0,α−1I) =
( α
2π

)(M+1)/2
exp

(
×α
2
w→w

)
(1.19)

其中 α是高斯分布的精度，M + 1是M 阶多项式权重向量 w的维度（包括了截距 w0）。α−1I

是这个多维高斯分布的协方差矩阵。为了减少计算复杂度，这个协方差矩阵只有对角线上有值
且都所有值均等于超参 α，而其他位置都为零。这意味着各个维度之间是相互独立的，即各个
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1.6 模型选择与评估

维度的变化不会影响其他维度的变化。使用贝叶斯公式 (Bayes’ Theorem)，参数 w 的后验分布
可以表示为正比于先验分布和似然函数的乘积（详见第2.2节的公式2.13）：

p(w|X,Y,α,β) √ p(Y|X,w,β)p(w|α) (1.20)

以上公式体现了贝叶斯方法的核心思想，即将先验信息和样本信息（即似然函数）结合，得出
给定样本信息后的后验分布。后验分布把对 w 的先验信息与含于样本内关于 w 的信息结合起
来得出最后信念的合成图像。现在我们可以通过最大化后验分布来求解w的取值，这一技术被
称为最大后验概率估计（Maximum a Posterior，简称MAP）。结合公式1.15和1.19，并取其对数
形式，然后去除与 w无关的项，最大化后验分布等价于最小化以下形式（相差一个负号）：

β

2

N∑

i=1

(yi × f(xi,w))2 +
α

2
w→w (1.21)

将上式乘以 2/β，并设 λ = α/β，就与加了正则项的误差平方和的损失函数公式（1.13）相同了。
至此，我们可以观察到 λ的取值与 α与 β的比值有关。当 β较小时，样本数据所包含的噪声就
越大（β是样本噪声方差的倒数）。在这种情况下，我们更倾向于选择能够更好地对抗噪声的更
为平滑的模型，此时 λ的值应该选择得更大，以增加正则化的强度。相反，当 α较小时，高斯
先验分布的精度较小，表明对权重的先验信念不太强烈，即对权重的先验知识不太确定。因此，
我们应该选择较小的 λ值。换言之，精度越小，高斯先验分布在权重空间中（给定均值的情况
下）的方差越大，表明我们对权重的取值范围没有太多的先验偏好，因此公式1.21中来自先验分
布的最后一项所起的作用应越小。

1.6 模型选择与评估

模型选择和评估是机器学习中两个相关但又不同的概念。模型选择涉及从多个模型中挑选
性能表现最佳的模型，或确定特定模型的超参数取值。而模型评估则是在选定模型及其超参数
的情况下，对其在未见数据上的泛化能力进行估计。之前我们强调评价模型的优劣不能只看模
型在训练集上的性能，而要看模型在未知数据上的预测或泛化能力。为了估计模型在未知数据
的预测能力，一般会从数据集中随机地划分出一部分作为测试集（Test Set）。在模型构建过程
中，测试集要保持 “未见”状态，不应用于模型选择和超参确定，只能在最终评估阶段才被使用。
如果我们在模型构建过程中反复使用测试集，并且选择具有最小测试集误差的模型，那么最终
选择的模型的测试集误差将可能会严重低估真实的测试误差。

既然测试集不能用于模型选择阶段，那么如何进行模型挑选和超参选取呢？直接在训练集
上进行模型选择仍然会导致所选择的模型过拟合于训练集。举例来说，在之前提到的K 近邻模
型中，如果我们根据训练集的预测准确度来确定超参K 的取值，通常会选择K = 1（此时训练
集预测误差为零），而这显然会导致过拟合的情况。因此，我们需要进一步从数据集中随机划分
出一部分数据作为验证集（Validation Set），用于模型挑选和超参选取。总之，在模型的构建过
程中，只能在验证集上进行模型选择（包括超参数的选取），而测试集则应该在模型选择之后的
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1.6 模型选择与评估

最终评估阶段才被使用。即在整个模型构建过程中，测试集应始终 “锁在保险箱”里，直至最终
评估阶段，以确保评估的公平性和可靠性。

训练集 验证集 测试集

50% 25% 25%

图 1.8: 当数据量比较充足时，可以随机选取 50%的数据作为训练集，然后在剩余的数据中随机
选取一半作为验证集，另一半作为测试集。

对数据集的划分比例没有统一的规则，这通常依赖于可用数据的数量、数据的分布以及模
型的复杂性等因素。在数据量较充足的情况下，可以采取以下典型的划分方法（如图1.8所示）：
先从整个数据集中随机选取 50%的数据作为训练集。然后将剩余的数据再随机平分，一半用作
验证集，另一半用作测试集。测试集和验证集的样本数量不宜过少，否则可能导致预测误差估
计出现显著偏差，进而影响模型的实际泛化能力。

模型复杂度

预
测
误
差

f *

训练集

测试集

0

上
升

增加

图 1.9: 当模型复杂度增加时，在训练集和测试集上的预测误差的变化趋势。随着模型复杂度的
增加，训练集上的预测误差（蓝色曲线）通常会减少。而对于测试集，预测误差（红色曲线）的
趋势往往会先降后升。

不同复杂度的模型在训练集和测试集的性能表现通常如图1.9所示。随着模型复杂度的增加，
训练误差通常会持续减少。如果模型复杂度增加到足够高时，训练误差还可能会降至零。然而，
训练误差为零的模型往往严重过拟合于训练数据，通常会导致泛化能力较差。对于测试集而言，
预测误差则通常会经历一个先降低后上升的过程。初期，模型复杂度的增加有助于缓解欠拟合
的问题，使模型能够更好地捕捉到数据中的复杂关系和模式，从而提升其对于未知数据的预测
能力。然而，当模型复杂度继续增加超过某个临界点后，过拟合现象开始显现，模型过度拟合
于训练数据的特定噪声和细节，而这些特性并不适用于新的未知数据。这就导致了模型在未见
数据上的泛化能力下降。
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1.6 模型选择与评估

理论上，我们可以合理假设随机选择的验证集和测试集服从于同一分布，模型在验证集上
的表现可以预见其在测试集上的性能。因而，模型在验证集的上性能变化趋势也与图1.9中红色
曲线相似。如果在模型选择阶段，并且将该图中测试集替换成验证集，则两条虚线的交点标识
了欠拟合与过拟合之间的临界点，对应于我们应该选择的最优模型 f∗。一旦选定了最优模型，
就可以在测试集上对其进行评估，以确定模型的最终性能。对模型的超参进行选择时，也可以
采用类似的方法，利用验证集来进行择优，使模型达到性能与复杂度之间的平衡。

1 2 3 4 5

1 2 3 5 4

1 2 4 5 3

1 3 4 5 2

2 3 4 5 1

1 2 3 4 5

数据集

训练集 测试集

划分子集

平
均

实验1

实验2

实验3

实验4

实验5

图 1.10: 五折交叉验证。先将整个数据集随机划分为五个互不相交的子集。在验证过程中，每一
次实验选择其中四个子集作为训练集，而将剩余的一个子集用作测试集。这样可以在五组不同
的数据组合上进行训练和测试，最后将这五次不同的测试结果的均值作为最终评估结果。

模型评估的关键在于能够准确地估计模型在未见数据上的性能，而上述方法虽然会随机地
划分出测试集来模拟未见数据，但仍然不能排除因不同数据划分造成对模型评估结果的偏差。
因而，一种简单而广泛采用的评估方法是K 折交叉验证法（K-fold Cross-validation）。该方法先
将数据集 D随机划分成K 个大小相同的互斥子集，满足 D = D1 ∝D2 ∝ · · ·∝DK , Di ∪Dj = ∅
(i ∩= j)。然后，每次选择K × 1个子集合并组成训练集，剩余的一个子集则作为测试集。如此，
可以让模型在 K 种不同的训练集和测试集的组合上进行多次训练和测试。最后，将 K 次测试
结果的平均值作为模型的最终评估结果（五折交叉验证的过程如图1.10所示）。采用 K 折交叉
验证不仅提高了评估的稳健性，还有助于减少因数据划分不同所可能引起的模型性能评估偏差。
K 折交叉验证模拟了所有可能的数据划分情况，既可用于模型选择，也可用于模型评估。值得
注意的是，在开始K 折交叉验证之前，我们应避免在整个数据集上进行任何形式的特征选择或
超参选取。为了有效隔离模型选择和评估过程，可以采用嵌套交叉验证，即在模型选择和评估
阶段采用不同的数据划分，以确保评估的独立性和可靠性。

将数据集划分成不同的 K 个子集也会存在因多种不同数据划分结果所带来的偶然性影响。
为了更稳健地评估模型的性能，K 折交叉验证法还可以使用不同的随机划分重复 P 次，最终的
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1.6 模型选择与评估

评估结果取这 P 次 K 折交叉验证结果的均值。假设数据集的样本数量为 N，K 折交叉验证法
最极端的形式是取K = N，即留一法（Leave-one-out Cross-validation）。留一法不受数据随机划
分的影响，因为它只有一种划分方式（每个子集仅包含一个样本）。在留一法中，每次只有一个
样本被留作测试集，其余N × 1个样本则用作训练集。留一法能够比较精确地估计模型的性能，
但计算代价也非常高，不太适合数据集规模较大的情况。使用留一法需要考虑计算资源和时间
成本，通常只在对模型评估的准确性要求极高且样本数量有限的情况下采用。

对于监督学习而言，机器学习模型选择与评估主要标准是模型在未见数据上的泛化能力。
偏差和方差分解（Bias–variance Decomposition）提供了一种分析模型及其学习算法在未见数据
上期望预测误差（Expected Error）的产生原因与组成因素的方法。该方法能够帮助我们进一步
理解模型复杂度与其拟合及泛化能力之间的关系。

假设我们有包含 N 个有限数量样本的训练数据集 D = {(xi, yi)}Ni=1，这些数据是从样本的
真实分布 p(x, y) 随机采样出来的。假设样本的输出 y(x) 是在函数 g(x) 的结果上叠加高斯随
机噪声后生成的（类似第1.5节中拟合 sin(2πx)函数的例子），则输出 y(x)可以表示为 y(x) =

g(x)+ε，其中随机噪声 ε服从均值为零、方差为 σ2ε 的高斯分布N (0,σ2ε )。我们的目标是使得在数
据集D上训练得到的模型 fD(x)尽可能地近似目标函数 g(x)，这种近似程度理论上可以通过模
型在未见样本x上的均方误差（Mean Squared Error）的期望值来衡量，即希望ED[(y(x)×fD(x))2]
的值尽可能小。计算这个期望值需要用训练集 D的分布对误差平方求期望。由于我们可以从样
本的真实分布 p(x, y) 中随机抽取多个不同的训练集，而不同的训练集往往又会得到不同的模
型。为了公平且合理地评估模型及其优化算法的性能，可以采用不同训练集上模型性能的平均
值作为衡量标准，因而需要对数据集 D的分布求期望。模型在未见样本上的期望均方误差可以
被分解为不可约误差（Irreducible Error）、偏差（Bias）的平方和方差（Variance）三个组成部分：

ED[(y(x)× fD(x))
2] = σ2ε + [ED[f(x)]× g(x)]2 + E[f(x)× ED[f(x)]]

2

= σ2ε︸︷︷︸
不可约误差

+Bias2[f(x)]︸ ︷︷ ︸
偏差的平方

+Var[f(x)]︸ ︷︷ ︸
方差

上述期望均方误差的分解可推导如下（为了简洁，省略了下标 D）：
E[(y(x)× f(x))2]

=E[y(x)2 × 2y(x)f(x) + f(x)2]

=E[y(x)2]× 2E[y(x)f(x)] + E[f(x)2] （期望的线性性质）

=E[(g(x) + ε)2]× 2E[(g(x) + ε)f(x)] + E[f(x)2] （y(x) = g(x) + ε）

=E[g(x)2 + 2g(x)ε+ ε2]× 2E[g(x)f(x) + εf(x)] + E[f(x)2]

=g(x)2+2g(x)E[ε]+E[ε2]×2g(x)E[f(x)]×2E[ε]E[f(x)]+E[f(x)2] （g(x)不依赖于 D）

=g(x)2 + σ2ε × 2g(x)E[f(x)] + E[f(x)2] （E[ε] = 0,E[ε2] = σ2ε）

=σ2ε + g(x)2 × 2g(x)E[f(x)] + E[f(x)]2 + Var[f(x)] （Var[x]=E[x2]×E[x]2）

=σ2ε + [E[f(x)]× g(x)]2 + E[f(x)× E[f(x)]]2 （方差的定义）
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1.6 模型选择与评估

不可约误差是指即使采用最优预测模型也无法消除的误差。这种误差源于数据本身的随机
性或内在的噪声。偏差衡量了在不同数据集上训练的模型预测值与最优模型预测值之间的平均
差异，体现了模型的拟合能力；而方差则衡量了在不同数据集上训练的模型之间的差异，反映
了模型是否容易过拟合于特定的训练数据。图1.11展示了模型预测偏差和方差的四种典型表现。
在四幅子图中，中心点表示理想最优模型 g(x)的预测值，绿色圆圈代表在不同数据集上训练得
到的模型。图1.11(a)是低偏差、低方差的理解情况；图1.11(b)为高偏差、低方差的情况，表示
模型的拟合能力不足，但不易对特定的训练集产生过拟合；图1.11(c)是低偏差、高方差的情形，
表示模型拟合能力较强，但容易导致过拟合问题；图1.11(d)则是偏差和方差都高的最差情况。

低偏差

低
方
差

高
方
差

高偏差

(a) (b)

(c) (d)

图 1.11: 机器学习模型预测偏差和方差的四种典型表现。

偏差与方差之间的权衡（Bias–variance Tradeoff）是监督学习中的一个核心问题。在理想的
情况下，我们希望选择一个既能准确捕捉训练数据中的主要规律，又能很好地泛化到未见数据
的模型。然而，这两者通常难以兼顾。高复杂度的模型尽管可以很好地拟合训练集，但容易过拟
合于数据中的噪声，导致泛化能力下降；而低复杂度的模型虽然不易过拟合于特定数据集，但
可能无法充分捕捉数据中的主要特征和规律，从而导致欠拟合。需要强调的是，认为复杂模型
必然伴随高方差是一个常见的误解。虽然高方差的模型通常具有较高的复杂度，但反之则并不
成立，即复杂度高并不一定意味着模型会产生高方差的预测（例如人工神经网络模型 [49]）。还
需要注意的是，用模型参数的数量来衡量模型的复杂性并不总是可靠。举例来说，函数 a sin(bx)

只有两个参数 a和 b。但如果频率足够的高，该函数能够通过高频振荡来拟合任意多的数据点，
这会同时导致预测的高偏差和高方差。
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1.6 模型选择与评估

对于K 近邻方法，其偏差和方差分解有如下直观的形式：

E[(y(x)× f(x))2] = σ2ε +

⎡

⎣ 1

K

∑

xi∈SK(x)

g(xi)× g(x)

⎤

⎦
2

+
σ2ε
K

其中 SK(x)是与 x最近（或相似）的K 个样本的集合。从上述公式可以看出，当K 值较小时，
偏差的平方项会减小（当 K = 1时，偏差为零），但方差项会相应增大（与 K 呈反比）。反之，
随着K 值的增大，偏差的平方项会增大，而方差项会减小。上述偏差项的具体推导如下：

[E[f(x)]× g(x)]2

=

⎡

⎣E

⎡

⎣ 1

K

∑

xi∈SK(x)

y(xi)

⎤

⎦× g(x)

⎤

⎦
2

（K 近邻方法的预测）

=

⎡

⎣ 1

K

∑

xi∈SK(x)

E[y(xi)]× g(x)

⎤

⎦
2

（期望的线性性质）

=

⎡

⎣ 1

K

∑

xi∈SK(x)

E[g(xi) + ε]× g(x)

⎤

⎦
2

（y(x) = g(x) + ε）

=

⎡

⎣ 1

K

∑

xi∈SK(x)

E[g(xi)]× g(x)

⎤

⎦
2

（E[ε] = 0）

=

⎡

⎣ 1

K

∑

xi∈SK(x)

g(xi)× g(x)

⎤

⎦
2

（对于特定的 xi，g(xi)为常数）

方差项的推导过程如下：

Var[f(x)]

=Var

⎡

⎣ 1

K

∑

xi∈SK(x)

y(xi)

⎤

⎦ （K 近邻方法的预测）

=
1

K2

∑

xi∈SK(x)

Var[y(xi)] （假设样本 xi之间相互独立）

=
1

K2

∑

xi∈SK(x)

Var[g(xi) + ε] （y(x) = g(x) + ε）

=
1

K2
K · Var[ε] （常数 g(xi)的方差为零）

=
σ2ε
K

（Var[ε] = σ2ε）

统计学家乔治·博克斯 (George Box)有一句名言 [10]：

“所有模型都是错的，但其中有些是有用的!” ——没有免费午餐定理
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1.6 模型选择与评估

这句话想表达的意思是：现实世界中的数据分布通常极其复杂（比如语言和图像），而我们
所考察的模型都会基于一系列假设，而这些假设所获得的理论分布必然与数据的真实分布存在
一定差异。尽管如此，通过精心的设计和选择，我们仍然能够找到一些实用的模型来解决实际
问题。机器学习的许多研究都致力于设计不同的模型以及拟合这些模型的不同算法。我们可以
应用交叉验证等方法筛选出针对特定问题有效的模型和算法。然而，并不存在一个普适的最佳
模型。在某个应用场景中表现出色的模型（这通常基于对特定数据分布的假设），在另一个场景
中可能就不那么有效了。这句话也被称为 “没有免费午餐定理”（No Free Lunch Theorem）。因此，
面对现实世界中数据的多样性，我们需要开发各种类型的模型。而对于每种模型，又可采用不
同的算法来训练它们。这些算法在效率、准确性和复杂度方面各有千秋，需要我们在多个维度
上进行权衡取舍。

与模型选择相关的另一个原理是奥卡姆剃刀原理（Occam’s Razor），又称为奥卡姆的剃刀。
它原本是一种解决问题和理论选择的哲学原则，由 14 世纪的英国哲学家和逻辑学家奥卡姆的
威廉（William of Occam）所提出。主张在所有其他条件相同的前提下，应优先选择假设最少、
最简单的解释或理论。这并不意味着最简单的理论总是正确的，但是在缺乏额外证据的情况下，
这种方法有助于避免不必要的复杂性和过度解释。这里的 “剃刀”是一种比喻，用来形容简化或
剔除多余的、复杂的、没有必要的假设，从而让理论更加简洁明了。在机器学习领域，奥卡姆
剃刀原理也被用来指导模型或特征选择过程，意味着当多个模型都能够有效解释数据时，应选
择复杂度最低的简单模型。因为简单模型通常更易于理解、训练成本更低，且更不容易过拟合。
一言以蔽之，可选者众，取其最简。
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主要符号表

数学符号

x 向量
y 标量
D 向量维度
xj 向量的第 j 个分量（向量分量为标量）
f 输入到输出的某种映射
X→ 矩阵转置
X−1 逆矩阵
|X| 矩阵的行列式
tr(X) 矩阵的迹（矩阵所有特征值之和，也等于主对角线元素的总和）
ln 以自然常数 e为底的对数
ex或 exp(x) 自然常数 e的指数函数
f ′(x) 一阶导数
f ′′(x) 二阶导数
∇f(x) 一阶梯度（梯度向量）
∇2f(x) 二阶梯度（海森矩阵）
∂f(x)
∂x 一阶偏导

∂2f(x)
∂x2 二阶偏导

机器学习

D 数据集
N 样本数量
xi 第 i个训练样本
yi 第 i个训练样本对应的输出
κ(x,x′) 核函数
L(·) 损失函数
J (·) 目标函数或代价函数



目录

概率统计

E[x] 均值或期望
Var[x] 方差
Cov[x, z] 随机变量 x和 z之间的协方差
!(z) 伽玛函数
N (x|µ,σ2) 高斯分布，其中 µ为均值，σ为标准差
N (x|µ,λ−1) 高斯分布，其中 µ为均值，λ为精度
Bern(x|µ) 伯努利分布
Bin(k|µ,N) 二项分布
Beta(µ|α,β) 贝塔分布
Poisson(k|λ) 泊松分布
Exp(λ|β) 指数分布
Gamma(λ|α,β) 伽玛分布，其中 α为形状参数，β 为逆尺度参数
Mult(m|µ, N) 多项分布
Dir(µ|α) 狄利克雷分布
N (x|µ,Σ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Σ为协方差矩阵
N (x|µ,Λ) 多维高斯分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
W(Λ|W, η) 威沙特分布，其中W为尺度矩阵，η为自由度
NormalGamma(µ,λ|φ, ν,α,β) 高斯-伽玛分布
NormalWishart(µ,Λ|υ, ν,W, η) 高斯-威沙特分布
St(x|µ, τ, η) 学生氏分布，其中 µ为均值，τ 为精度，η为自由度
St(x|µ,Λ, η) 多维学生氏分布，其中 µ为均值向量，Λ为精度矩阵
Laplace(x|µ, τ) 拉普拉斯分布，其中 µ为位置参数，τ 为尺度参数
χ2(x|η) 卡方分布，其中 η为自由度
U(x|a, b) 连续型均匀分布，其中 a为下界、b为上界 (a < b)

H[x] 信息熵，其中 x为随机变量
H[y|x] 条件熵，其中 x和 y为随机变量
H[p, q] 分布 p和 q之间的交叉熵
DKL(p||q) 分布 p和 q之间的 KL散度
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